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E. G Kunze Transformation mit Dualen Quaternionen

1 Duale Quaternionen

Duale Quaternionen sind eine Erweiterung der Quaternionen [1, 2], die es moglich macht, Drehung
und Translation eines Vektors in einem Operator darzustellen wie bei einer homogenen Transformati-
on. Man sagt ,,eine* Quaternion, weil sie aus vier Elementen besteht und damit eine ,,Vierheit* dar-
stellt.

1.1 Duale Zahlen

Duale Quaternionen beruhen auf dem Konzept der dualen Zahlen [3]. Diese werden aus den Basi-
selementen 1, der reellen Einheit, und €, der dualen Einheit gebildet:

z=1l-a+¢-b (1.1)

mit a,b € R . Dabei bezeichnet man gelegentlich a als den Realteil und b als Dualteil. Die duale Ein-
heit € hat die Eigenschaft

e =0,n>1 (1.2)
so daBl die Multiplikation wie folgt definiert ist:

2,2, = (l-a1 +5-bl)-(a2 +g-b2): a,a, +g-(a1b2 +a2bl) (1.3)
Die Konjugierte einer Dualen Zahl wird durch Vorzeichenumkehr des Dualteils gebildet:

z=a—-¢&-b (1.4)
Das Produkt einer Dualen Zahl mit ihrer Konjugierten ergibt eine reelle Zahl:

zz=(a+e-b)a—e-b)=a’*+¢-(ab—ab)=a’ (1.5)

1.2 Duale Quaternionen

Duale Quaternionen bestehen aus zwei Quaternionen, die iiber die duale Einheit € mit einander ver-
bunden sind [4]. Diese duale Einheit ¢ kommutiert mit den Einheitsvektoren der Quaternionen i, j, k.

Sind
p=(p, +p)=(p, +ip, + jp, +kp;) und g =(q, +q) = (q, +iq, + jq, + kq;) (1.6)

Quaternionen mit den ,,Realteilen* py und gy sowie mit den ,,Vektorteilen® p und q , so 148t sich da-
mit eine Duale Quaternion, hier gekennzeichnet durch einen Gro3buchstaben, bilden:

O=(p+e-q)=(p,+p)+&-(q,+q) (1.7)

Gelegentlich wird in der Literatur der erste Term der Dualen Quaternion, wie bei den normalen Qua-
ternionen auch, als ,,Realteil bezeichnet, z. B. in [4], obwohl es sich um eine Quaternion mit einem
Real- und Vektorteil handelt, wihrend der zweite Term plausiblerweise ,,Dualteil” genannt wird. Um
diese Verwechslung zu vermeiden, soll hier der erste Term des Dualen Quaternions als ,,Primérteil*
bezeichnet werden.

Produkt Dualer Quaternionen

Wegen & =0 entfillt das Produkt der Dualteile. Das Produkt zweier Dualer Quaternionen lautet da-
her:

0,0,=(p,+&-9)p, +&-9,)=p.p,+¢-(p.g, +4.0,) (1.8)
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E. G. Kunze Transformation mit Dualen Quaternionen

Das Ergebnis zeigt drei gemischte Produkte von Quaternionen. Diese Produkte sind alle vom glei-
chen Typ und konnen weiter entwickelt werden, wie der folgende Abschnitt zeigt [1].

Produkte von Quaternionen

Als Produkt zweier Quaternionen erhilt man

P.DPy = (paO +pa)(pb0 +pb): PaoPro TPoPro + PaoPy T PPy (1.9)

Das Ergebnis ist wieder eine Quaternion mit Real- und Vektorteil. Das Produkt p p, der Vektorteile
148t sich wie folgt auswerten:

P.P, = (lpal + JPar + kP )(ipbl + JPp2 + kD5 ) =
— PPyt Y kP Pry = I P
— kP2 Pyt = Par Py ~ P02 Pis
+ JPasPyi ~WPa3Pr2 ~ Pa3Phs

Die Zusammenfassung der Terme fiihrt zu

P.P, = _(palpbl T PPyt P3P )+ i(pa2pb3 - pa3pb2)_ j(palpr ~Pa3Pu )+ k(palpr - pa2pbl)
(1.10)

Dieses Produkt ist wieder eine Quaternion bestehend aus einem Skalarteil mit dem Skalarprodukt

<P Py > =<PypsP, > =Pudn1 T Pu2Pir2 + Pu3Phs (1.11)

und einem Kreuzprodukt der Vektorteile

ik
P.XPy =|Pat Par Pus| = Pu2Pss — Ps2Pa3) — J(ParPoz — PuiPuz) + k(P Py — PoiPaz) (1.12)
Do Pry Py

Das Produkt der Vektorteile p_p, kann daher wie folgt dargestellt werden:
P.P; =~ <P,P, >+P, XP, (1.13)

Das Kreuzprodukt ist nicht kommutativ, und es gilt
P, %P, =P, %P, (1.14)
Das Ergebnis fiir das Produkt zweier Quaternionen von GI. 1.9 lautet mit Gl. 1.13

PaPy = PaoPro _<pa’pb> TP Prot PPy TP, XPy (1.15)

2 Ausdriicke mit Dualen Quaternionen

2.1 Quaternion-Konjugation

Die Konjugierte einer Quaternion entsteht durch Negation des Vektorteils und wird hier durch einen
Querstrich iiber der Variablen gekennzeichnet:

p=(p,—p) (2.1)
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Die Quaternion-Konjugierte wird zur Bestimmung der Norm der Quaternion benotigt. Sie wird ge-
bildet, indem die primdre und die duale Quaternion konjugiert werden:

Qz(ﬁ+5'q):(po_p)+5'(QO_q) (2.2)

Hier gilt die Vertauschung 0,0, =0, O, (2.3)
Die Richtigkeit der GI. 2.3 148t sich schnell nachweisen. Man betrachte das Produkt der GI. 1.8:

0,0,=p,p, +¢- (P9, +4,P,)

Die Quaternion-Konjugierte des Produktes lautet

0.0, = p.p, +¢-(paay +a.1))
0,0, =1p,D, +¢-(a,p, + P,4,) (2.4)

Das Produkt der Konjugierten mit Vertauschung der Reihenfolge ist
0,0, =p,p, +¢(8,P, + D,4.) (2.5)
Die GlIn. 2.4 und 2.5 sind gleich, was Gl. 2.3 bestitigt.

2.2 Produkt einer Dualen Quaternion mit seiner Quaternion-Konjugierten:

Von Bedeutung sind die Produkte

00 =(p+e-9)p+e-q)=pp+e-(gp+ pq) (2.6)
und

00=(p+e-q)p+e-q)=pp+e-(ap+pq)

Wir betrachten den Dualteil gp + pq der ersten Gleichung.

qap = (qo + D(Po —P) = 9o Py — 40P + 4P, — P (2.7)
Pq = (o +PNdo — @) = Poqy — Pod + P9, ~ P4 (2.8)
Die Summen ist

qap + P4 =2pyg, —9qP —Pq (2.9)
Unter Verwendung von Gl. 1.13 ergibt sich

qp + pq =2pyqgo+ <q,p > -qxp+<p,q>-pxq (2.10)

Da bei der Vertauschung der Argumente das Kreuzprodukt das Vorzeichen dndert, heben sich die
Kreuzprodukte auf. Die Skalarprodukte sind dagegen von der Reihenfolge der Argumente
unabhéngig. Daher ergibt sich schlieBlich

P +Pq =2pyqy +2<P,q>=2<p,q> (2.11)
Der Ausdruck gp + pq liefert also das Skalarprodukt der Quaternionen p und g:

1,_
<psq >=5(qp+pq) (2.12)
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Da nur eine skalare GroB3e iibrig bleibt, spielt die Reihenfolge der Konjugierten keine Rolle und es
gilt:

00 =00 =pp+2e<p,q> (2.13)
Im Ergebnis sind der Primirteil und der Dualteil des Produktes beide Skalare.

Die Frage ist, ob die Vertauschbarkeit der Reihenfolge der Konjugation in Gl. 2.6 auch gilt, wenn
sich die Dualen Quaternionen unterscheiden. Dies wird nachfolgend betrachtet.

0,0, =(p, +£4,)(P, +£7,) 0,0,=(p, +€q,)(p, +£4,)
=p,p,teq,p,+D.9q,) =p.p,+€@q,p, +P.9q,)

Wir iiberpriifen den ersten Term der beiden Ausdriicke:

PPy = (Dao TP )(Pyo —Ps) PaPy = (Pag =P )Py +P,)
= PaoPro TPuLso = PaoPs PPy = PaoPro ~PuPro T PuoPs ~P.Ps
Die Ergebnisse sind unterschiedlich. Daher gilt allgemein: 0,0, # 0,0, (2.14)

2.3 Norm der Dualen Quaternion

Das Produkt von GI. 2.6 hat mit Gl. 2.13 ein Duales Quaternion geliefert, das nur aus Skalaren Gro-
Ben besteht. Insbesondere ist der Primérteil positiv definit, d. h. pp >0 fiir p # 0. Damit wird die
Norm von Q gebildet:

N(Q)=+00 =pp+2e< p,q> (2.15)

Wie man sich durch Quadratur {iberzeugen kann, ist die Wurzel auch wie folgt darstellbar:

NQ)=pp + e~ L

pp

Bei einer dualen Einheitsquaternion gilt
N©O)=1 (2.16)

und < p,q >=0. Der Dualteil muf3 verschwinden, was der Fall ist, wenn p und ¢ orthogonal sind.
In diesem Fall ergibt sich:

N(O)’ =pp=1 undsomit p~' =p (2.17)

Der Kehrwert von p ist bei einer Einheitsquaternion durch die Konjugierte gegeben.

2.4 Duale Konjugierte

Fiir Duale Quaternionen ist eine zweite Konjugationen méglich: die Duale Konjugation. Diese wird
durch Negation des Dualteils gebildet:

Die Duale Quaternion Q =(p + ¢ - ¢) mit p und ¢ als Quaternionen hat also die Duale Konjugierte

O=(p-¢-9) (2.18)
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Bei der Dualen Konjugation eines Produkts spielt die Reihenfolge eine Rolle, weil die Komponenten
Quaternionen sind. Andererseits erhilt man das folgende Ergebnis:

0., = 0,0, dual konjugiert ergibt
0., = 0,0, , also ohne Vertauschung. (2.19)

Beweis:

0.0, =(P,~ 24P, —£4,) = PP, — (4, P, + P,4,)

Erst Multiplizieren und dann konjugieren liefert das gleiche Ergebnis. Nach GI. 1.8 ist
0.9, = p.py +€(q,p, + P.q,) und damit

0. = PPy = (4.0 + Puds)

Die Beziehung 2.19 ist damit bestétigt.

2.5 Volistiindige Konjugation

Bei Transformationen mit Dualen Quaternionen werden beide Konjugationen gleichzeitig bendtigt,
die hier als vollstindige Konjugation bezeichnet wird:

0=(p-2-7)
=(py-P)—¢-(q,—9) (2.20)
=(py—P)+é-(—q,+q)

Neben den Vektorteilen der Quaternionen wird also auch der Dualteil negiert. Fiir diese Art der Kon-
jugation wird ein neues Zeichen eingefiihrt. Weiter unten wird der Fall auftreten, daf go= 0 ist, und
dann hat man

O=(p,—P)+eq (221)

Die Vorzeichenumkehr des Dualteils und des Vektorteils von g kompensieren sich. Im Folgenden
wird das Produkt QQ untersucht.

00=(p+s-9)p-&-9)=pp+z-(4p—pq) (2.22)
Die zwei Produkte der Quaternionen in der Klammer haben die Entwicklung

7 =(po +PN9, —a)= P4y +Pg, — Psq-PA

9P = Podo + 4Py — 9P —qP (2.23)

Damit erhilt man

00 =pp+&e(Pdy +APy — 4P — AP — Podo — P9y + Pod + PQ)

_ (2.24)
= pp+£[2(p,a - g,p)- ap + pa]
Der Term pp ist das Skalarprodukt
pﬁ:poz +<psp>:p02 +p12 +p22 +p32 :<pap> (2.25)
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Der Dualteil von Gl. 2.23 148t sich weiter umformen. Mit Gl. 1.13 findet man
Pq—-qp=—<p,q>+pxXq+<q,p>—-qxp=2pxq

Gl. 2.23 nimmt damit die folgende Form an:

00 = pp +2¢[(pa —q,p) +px4q]

Der linke Teil diese Produktes ist ein Skalar, wahrend der Dualteil sich als Vektor ergibt.

2.6 Produkt einer Dualen Quaternion mit seiner Dualen-Konjugierten:
Hier gilt QQ #* QQ

Q0=(p+s-q)p-s-q)=pp+&-(ap— pq)
00=(p-s-q)p+s-q)=pp—-(ap—pq)

Die dualen Terme konnen mit Gl. 1.9 und GI. 1.13 umgeformt werden:

qp — P4 =49oPo— <qsP > +qp, t Pqy + AXP — Poqot+ <P>-q > —Pq, —qp, —PXq
=+qxp-pxq=2qxp
Daraus folgt

1
q><p=5(qp—pq)

Man vergleiche auch GI. 2.32 mit Gl. 2.12. Das Produkt der Dualen Quaternionen lautet nun

00 = pp+2¢&-qxp

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

Mit Hilfe von Gl. 1.15 kann der primére Term umgeformt werden, indem man in GI. 1.15 p, und p,

gleich p setzt. Das ergibt

2 2
PP =Dy —(PsP) +PPy+ PP +PXP =P, —(PsP) +2p,P
Damit erhélt man fur Gl. 2.33

00 = p,” —(p,p) +2pp +2¢-qxp

(2.33)

(2.34)
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Transformation mit Dualen Quaternionen

3 Tabelle mit Quaternionoperationen

Duale Zahl z=1l-a+¢&-b Gl 1.1
Duale Einheit g, =0,n>1 Gl. 1.2
Konjugierte Duale Zahl zZ=a—-¢&-b Gl. 1.4
Quaternion q=(q,+q) Gl 1.6
Duale Quaternion O=(p+e-9)=(p,+p)+¢-(q, +q) Gl 1.7
Produkt einer Dualen Quaternion | O, = 0,0, =[q.q, + €(p.49, + 4,P;)] Gl 1.8
Produkt von Quaternionen DPuls = PaoPro— <PosPy > P, Ppo + Py Puo + P, %P, | Gl 1.15
Skalarprodukt der Vektorteile <PsPy >=<PysP, > = PPy + PurPir + PusPysy | Gl 111
Produkt von Vektorteilenen PP, =—<P, P, > +P, XP, Gl 1.13
Kreuzprodukt 1

P, xP, =P, xP, = (PP, ~P;P.) Gl. 2.26

1
= (pupy = pi1,) Gl.2.31

=U(P2Pps — PpaPu3) — J (Pt Prs = PrPa3) + Gl. 1.12

k(PaPy> = Py Pa2)
Skalarprodukt von Quaternionen 1,

<psq>=2(ap+pq) Gl. 2.12

= Do t P19, T P29, + P39
Konjugierte Quaternion 2=(p,—p) Gl 2.1
Quaternion Konjugation O=(p+e-q)=(p,—p)+&-(q,—q) Gl 2.2
Duale Konjugation O=(p-¢-q) Gl. 2.18
vollstindige Konjugation Q =p-¢-9)=(p,-P)-¢-(¢,—q) Gl. 2.20
Norm eines Quaternions — Gl. 2.15
Qu Norm = \/ﬁ = \/qo2 + ql2 + q22 + q32

Kehrwert einer Eiheitsquaternion | p™' = p Gl. 2.17
Produkte mit Konjugierten: E =3P
- Quaternion-Konjugation 0,=00,=0,0 Gl.2.3
- Quaternion-Konjugation QQ = @Q =pp+2e<p,q> Gl 2.13
-Norm einer Dualen Quaternion | y(Q) = \/QQ =P +26< p,q>) Gl. 2.15
- Duale Konjugation é = é Qb Gl.2.19
- Duale Konjugation 00 # 00 Gl. 2.28

00 =p, ~(p:p)+2p,p+26-qxp Gl 234
- vollstdndige Konjugation 00 =pp+2 el(pa—q.p)+p xq] Gl 2.27
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4 Transformation von Vektoren

Die Dualen Quaternionen sind geeignet, Vektoren in einem Schritt zu drehen und zu verschieben, wie
das bei homogenen Transformations-Matrizen der Fall ist. Die Félle Translation und Rotation sowie
ihre Kombination werden nachfolgend betrachtet.

4.1 Drehung von Vektoren

Die Drehung von Vektoren mit Hilfe von Quaternionen ist bekannt [1]. Der Operator

v =L(v)=(qvq) (4.1)
dreht einen Vektor v =iv, + jv, + kv, um eine Achse, die durch die Koordinaten ¢, g2, g3 der Qua-

ternion g im gemeinsamen Bezugssystem festgelegt ist. Bei v handelt es sich nicht um einen freien
Vektor, sondern um einen Ortsvektor. Die Quaternion ¢ hat die spezielle Form

¢ ¢
=cosS—+u-sin— 4.2

q 2 5 (4.2)
mit dem Einheitsvektor u als Drehachse:

u=iu, + ju, + ku, (43)
und u,” +u,” +u,” =1 (4.4)
Damit hat Gl. 4.2 die Eigenschaft

qq =1 ( 4.5)

Der Operator von GI. 4.1 bewirkt mit dieser Quaternion g eine Drehung des Vektors um die Achse u
mit dem Winkel ¢. Diese Quaternion wird zum Primairteil einer Dualen Quaternion gemacht, und der
Dualteil wird Null gesetzt:

Oy =(g+¢-0)=¢ ( 4.6)
Der Index R steht fiir Rotation. Die vollstdndige Konjugation ergibt
0,=(q-¢:0)=7 (4.7)

Der Ausdruck €0 kann natiirlich entfallen. Er wurde nur mitgefiihrt, um den dualen Zusammenhang
deutlich werden zu lassen.

Der zu drehende Vektor v wird in den Dualteil einer Dualen Quaternion eingebettet. In vollstdndiger
Form lautet diese:

V=[(1+0)+€'(0+V)] (4.38)

Selbstverstédndlich konnen der Vektorteil 0 im Primérteil und der Realteil 0 im Dualteil weggelassen
werden. Diese sind nur der Anschaulichkeit halber geschrieben worden. Die Duale Quaternion mit
dem eingebetteten Vektor v lautet dann:

V=Q1+s-v) ( 4.9)
In Anlehnung an Gl.4.1 wird die Drehoperation nun mit Hilfe der Dualen Quaternion formuliert :
V=0V Oy =Qsll +e V10 = a7 +2-qvg ( 4.10)

Da g eine Einheitsquaternion ist, gilt ¢g =1, und die Duale Quaternion ¥" mit dem verdrehten Vektor
v' erhilt die Form
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Vi=l+e-gvg=1+e-v ( 4.11)
Der verdrehte Ortsvektor liegt also im Dualteil vor und ist gegeben durch:

v =gvg 4.12
qvq (

4.2 Translation von Vektoren

Die Translation eines Vektors v =iv, + jv, + kv, verlauft nach dem gleichen Schema wie die Dre-
hung. Der Vektor wird wieder in eine Duale Quaternion nach Gl. 4.9 eingebettet:

V=(1+6"V) (4.9

Eine Transformation dieses Vektors analog zu GIl. 4.1 erfolgt mit einem fiir eine Translation geeigne-
ten Dualen Quaternionen Q7 (7 steht fiir Translation):

V' =0,(+&-v)0, ( 4.13)
Die Duale Quaternion QO enthélt den Verschiebevektor
b=ib, + jb, + kb, ( 4.14)

der im Bezugssystem definiert ist. Der Vektor b wird in den Dualteil der Quaternion eingefiigt, wéh-
rend das primére Quaternion den Wert 1 erhélt:

QT=(1+%-bj ( 4.15)
Fiir eine Einheitsquaternion muf3 gelten
— &£ &£
=1+—b|l-=-b|=1 4.16
08 <[5 ]i-24) (

Die Ausmultiplikation zeigt, daB dies tatsichlich der Fall ist. Mit & =0 findet man:

2 2 2 2

Der Faktor 2 in Gl. 4.15 ist erforderlich, weil Q7 von links und von rechts heranmultipliziert wird.
Die vollstindige Konjugation lautet nach Gl. 2.20:

0, {H%bj:QT ( 4.17)

Die vollstdndige Konjugation bewirkt also hier keine Verdnderung. Damit kann nun die Transforma-
tion wie folgt geschrieben werden:

V*:QT[1+8-V]QT:[1+§-b}[l+g-v][l+§-b} ( 4.18)

Die Ausmultiplikation ergibt:

Vi=llrevisp | 14E b =1+ veE b+ b ( 4.19)
2 2 22

10
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v o=fl+e-b+v)=li+e-v] (420)
Der verschobene Vektor v: = v + b ist nun im Dualteil von vorhanden, d. h.
v =il +b |+ j{v, + by} k{vy + by} ( 4.21)

Die Operation liefert einen Ortsvektor, der aus der Vektorsumme besteht. Anders betrachte kann man
die Operation auch als eine Verschiebung eines Punktes im Raum ansehen.

4.3 Reihenfolge drehen — verschieben

Die Operation erst drehen und dann verschieben hat folgende Darstellung:

V' =0,0,(1+¢-v)0,0, ( 4.22)

Or, Orund v gehoren einem gemeinsamen Kordinatensystem an, damit die Operation zu einem sinn-
vollen Ergebnis flihrt. Die innenstehende Operation wird zuerst ausgefiihrt. Fiir das Produkt der
Dualen Quaternionen findet man:

Our = 0,0, =[l+§qu = q+§bq (4.23)

Die duale Quaternion Qgy (Index fiir 1. drehen (R), 2. verschieben (T)) enthélt im Primérteil die fiir
die Drehung zustdndige Quaternion und im Dualteil das Produkt von Verschiebevektor und dieser
Quaternion. Aufgrund dieser klaren Trennung ist es moglich, die Dreh- und Verschiebeparamter aus
der Quaternion zuriickzugewinnen. Die vollstdndige Konjugation steht mit Gln. 4.7 und 4.17 zur Ver-
fiigung. Sie lautet

AA (o€

0:0; = q(l +Ebj ( 4.24)
Damit ergibt sich die Transformation :

V' =0,0,(1+£-v)0,0, = (1 + %qu(l te- v)q(l + %bj ( 4.25)
Ausmultiplizieren liefert:

V= (q +§bq s qvj[q + %qroj —qg+e -quq +%q§b + qvqj ( 4.26)

Mit gg =1 erhédlt man
V' =1+¢&-(qvg +Db) ( 4.27)

Das Ergebnis liegt wieder im Dualteil vor. Man findet einen gedrehten Vektor v, zu dem der Ver-
schiebevektor b hinzuaddiert wurde. Der neue Ortsvektor hat daher die Form

vi=gvqg+b ( 4.28)

und liegt im Bezugssystem vor. Ein interessanter Zusammenhang sei noch erwihnt. Wenn eine Ein-
heitsquaternion gegeben ist, 148t sich der Verschiebevektor b einfach durch Nachmultiplikation mit
der Konjugierten ermitteln. Nimmt man GI. 4.23 und multipliziert mit Gl. 4.24 so erhidlt man

0,0,0:0; = [l +§qu§(1 + %bj ( 4.29)
QTQRQRQT =l+¢-b ( 4.30)

11
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Diese Operation liefert also den in Einheitsquaternionen enthaltenen Verschiebevektor.

4.4 Reihenfolge verschieben — drehen

Die Operation erst verschieben und dann drehen wird durch Tauschen von QOr und Q7 umgesetzt:

V' =0,0,(1+ V)00, (431)
Mit den Gln. 4.6 und 4.15 ergibt das

e =q(1+§bj(1+g-v)(1+§qu ( 4.32)
v :(q+g-qv +§qu(§+§b§j=q(7+5-qw7+§qb§+§qb§ ( 4.33)
v :1+5-(qw7+qb§) ( 4.34)

Der verdrehte und verschobene Vektor liegt wieder im Dualteil vor:
V' =qvg +qbg =q(v+b)g ( 4.35)
Im Ergebnis wurde also die Summe der Vektoren v+b gedreht.

Der Vergleich der Reihenfolgen zeigt, da3 die Ergebnisse von der Reihenfolge von Rotation und Ver-
schiebung abhingen. Wenn man mdchte, dal Drehung und Verschiebung unabhédngig von einander
sind, muB die Reihenfolge erst drehen und dann verschieben nach Abschnitt 4.3 gewihlt werden.

4.5 Drehung und Verschiebung auf derselben Achse

Drehung und Verschiebung auf gemeinsamer Achse stellt eine Besonderheit dar. Die Achse sei durch
den Einheitsvektor n gegeben. Der zweite Summand in Gl. 4.35 148t sich dann mit den Gréen

p:c0s§+n-sin% und b=n-b undnn=-1 ( 4.36)

wie fogt schreiben:

— Q . @ Q . @
bp =| cos—+n-sin— |(n-b) cos——n -sin=—
PP ( 2 2j( )( 2 2)

pbp = n-beosZ +nn-b-sin? | cosZ —n-sin?
2 2 2 2

pbp = n-beos? —p-sinLcos? + beosLsin? +n-b-sin> L
2 2 2 2 2 2

pbp=n-b ( 4.37)

Damit nimmt die Gleichung 4.35 die Form von GI. 4.28 an. Auf gemeinsamen Achsen ist daher die
Reihenfolge von Drehung und Verschiebung vertauschbar.

12



E. G. Kunze Transformation mit Dualen Quaternionen

5 Kinematik von Roboterarmen

Duale Quaternionen konnen die Kinematik von Roboterarmen beschreiben, so wie dies mit homoge-
nen Matrizen moglich ist. So kann fiir die Transformation von Denavit und Hartenberg ein Duales
Quaternion hergeleitet werden, mit dem kinematische Ketten abgebildet werden konnen.

5.1 Transformation von Denavit und Hartenberg (D+H)

Fiir die Transformation von einem Gelenkkoordinatensystem zum nédchsten wurde von Denavit und
Hartenberg eine allgemeingiiltige Transformation angegeben [5, 6]. Jedem Gelenk i der kinemati-

1
. /
l/irq i1
) /
A - /\
\ ai 7.

N

\

|
I

|

|

\ I

\ 0i
RS

Bild 5.1: Gelenkparameter bei Denavit und Hartenberg

schen Kette wird dabei ein Koordinatensystem S; = (X;, y;, z;) in der Weise zugeordnet, da3 dessen z-

Achse auf der Gelenkachse i+1 liegt und sich die x-Achse auf der gemeinsamen Normalen zwischen
der i- und i+1-Achse befindet, und zwar in Richtung von i nach i+1. Diese Anordnung der Koordi-
natensysteme verdeutlicht Bild 5.1.

Die Stellung des i-ten Koordinatensystems wird beziiglich des i-1-ten durch 4 Parameter beschrieben:

1. 0, ist der Winkel zwischen der x; ;-Achse und der x;-Achse. Er ist positiv zu nehmen,
wenn er rechts um die positive z; ;-Achse dreht.

2. s, ist der Abstand zwischen den zwei Normalen auf der z; -Achse . Er ist positv in Richtung
der z; -Achse.

3. a; ist der Abstand von der z; ;-Achse zur z;-Achse entlang der gemeinsamen Normalen in
Richtung der positiven x;-Achse.

4. o ist der Winkel, um den die z;-Achse gegen die z; ;-Achse verdreht ist. Er ist positiv,
wenn er rechts um die positive x;-Achse dreht.

Die Transformation von D+H wird durch folgende vier Transformationsmatrizen beschrieben, die der
Reihe nach folgende Wirkung haben: Drehung um die z;.;-Achse (Ti.;;), Verschiebung entlang der
zi.1-Achse (T 2), Verschiebung entlang der x;-Achse (T, 3), Drehung um die x;-Achse (T3 )

13



E. G. Kunze Transformation mit Dualen Quaternionen

cosd, —singd, 0 O 1 00 O 1 0 0 g
sind, cosd, 0 O 010 0 010 0
-1l = T, = T, = (5.1
’ 0 0 1 0 ’ 0 0 1 s, ’ 0 01 O
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0
0 cosa, -—sing, 0
T, =1 (5.2)
’ 0 sing, cosa, O
0 0 0 1
Zusammengefalit lautet die Transformation vom i-1-ten in das i-te Koordinatensystem damit
T =T T2 Ty 53Ty (53)
oder als Ergebnis:
cosd, —sinf cosa, sind sina, a,cosb,
sind, cosf cosa, —cosd sina, a,sind,
Tiyi= . (54
’ 0 sina; cosa, S;
0 0 0 1

Die ersten drei Spalten dieser Matrix bedeuten die Koordinaten der Einheitsvektoren des i-ten Koor-
dinatensystems angegeben im i-1-System. Die vierte Spalte enthilt die Koordinaten des Verschiebe-
vektors vom Urprungs des i-1-ten zum Urprungs des i-ten Koordinatensystems. Dabei zdhlen jeweils
nur die oberen drei Elemente der Matrix. Die Matrix bildet daher die Position und die Orientierung
des i-ten Koordinatensystems im i-1-ten ab. Eine dhnliche Abbildung soll nun auch mit Dualen Qua-
ternionen hergestellt werden.

Quaternionen wirken nicht auf Koordinatensysteme, sondern lediglich auf Vektoren, genauer gesagt,
auf Ortsvektoren oder Punkte im Vektorraum. Die Aufgabe muf3 daher umformuliert werden. Ziel ist
es, einen Ortsvektor vom Koordinatensystem i-1, z. B. den Einheitsvektor e,;_;, in das System i zu
transformieren in den Ortsvektor ey;. Mit anderen Worten soll der Punkt, auf den ey;.; im System i-1
zeigt, an die Stelle transformiert werden, auf die der Einheitsvektor ey im Sytem i zeigt. Diese Trans-
formation transformiert natiirlich auch die Einheitsvektoren der y- und z-Achse.

Bei der Herleitung der Quaternion muf3 die Reihenfolge der Einzeloperationen muf3 die Reihenfolge
der Operationen so gewihlt werden, daB sie alle im Bezugssystem ausgefiihrt werden, hier also im
System i-1.

Ein Blick auf Bild 5.1 zeigt, da3 es bei der letzen Operation von D+H Schwierigkeiten gibt, da die
Drehung um x; nicht im Bezugssystem erfolgt. Das Problem 1d8st sich nur 16sen, wenn die Drehope-
ration als erste ausgefiihrt wird, wahrend der Eiheitsvektor e,;.; noch auf der x;.;-Achse liegt. Der er-
ste Schritt lautet also (die 1 als zweiter Index gibt den 1. Zwischenschritt an)

Qe (@) =0, (@)1 +&-i-e. )0, () (5.5)

Als zweiter Schritt wird ey ; entlang der x;.;-Achse um den Weg a; (Verschiebvektor) verschoben
und dann entlang der z; ;-Achse um den Weg s;. Die Verschiebereihenfolge spielt keine Rolle. Danach
kann die Drehung um die z;.;-Achse erfolgen. Dadurch, daf3 erst verschoben und dann gedreht wird,
werden ey;.; und der Verschiebvektor gemeinsam gedreht, siche Abschnitt 4.4 Gl. 4.35. Die Ge-
samttransformation hat nun die Form

14



E. G. Kunze Transformation mit Dualen Quaternionen

Qe 1 (0,55,5a,,0,) = 0,(0)0,(5)0,(a)0, (@)1 + & -i-e, )0, (2)0,(a)0,(5)0,(6)) ( 5.6)

Sie transformiert mit Gl. 5.7 den Einheitsvektor ey.; aus dem Bezugssystem in das System 1, aber
auch jeden anderen Ortsvektor. Das Produkt der vier Dualen Quaternionen ist die Transformation von
D+H in Quaternionenform und entspricht Transformationsmatrix von GI. 5.4.

Qi—l,i(ei’siﬂaiﬂai) = 0,(0)9,(5,)0,(a)Q,(a,) (5.7

Die vier Dualen Quaternionen haben die Form:

Qa(al.):cosﬁﬂ'sin& ( 5.8)
2 2

Qa(al-)=l+8-i% ( 5.9)

Qs(sl-)=1+e-k% ( 5.10)

Qg(Hi):cos%+ksin% ( 5.11)

Das Produkt der Quaternionen von GI. 5.7 wird nun ausmultipliziert. Zundchst werden die beiden
Verschiebungen s; und a; behandelt. Das Produkt von Q,(aj) und Qy(s;) ergibt:

Qsa(siaai) = Qs(Si)Qa(ai) = [1 +§'(l‘0+j0+ksi)}[l +§'(iai +j0+k0)} =1+

Die Vormultiplikation mit Q,, fithrt zu Q,

Op,a(0,55,5a,) = Q&(Q’)Qsa(si’ai): [COS% + ksm%}[l +§'(iai +Jj0+ kSi):|

%-(l’ai +j0+ksl.)

0,..(0,s.,a,)= cosz + ksinz +£ - s, sinz +ia, cosz + ja, sinﬂ + ks, cosﬂ

‘ 2 2 2 2 2 2 2
Die Nachmultiplikation mit Q, (e, ) vervollstindigt die Transformation:
Qi—l,i(eiasi’aiaai) = Qﬁsa(ei’si’ai)Qa(ai)

6, .0 ¢ .0 . 0. . .0 6, a, ..«
=|| cos—+ksin—+ |+—-| —s;sin— +ia, cos—-+ ja,sin—+ ks,cos— | | cos— +isin—-
2 2) 2 2 2 2 2 2 2

a 6 .. a 6 .. «a . 6 a, . 6

0.,.(0,s;,a;,a;) =| cos—-cos—-+isin—cos—+ jsin—-sin—-+ k cos—-sin—-

’ 2 2 2 2 2 2 2 2

a6 a, . 0 . a 60 . . a . 0 512

—a,SIN—-COS—-—§, COS—-SIN—+i@; COS—-COS—-—[-§, SIN—-SINn —- (5.12)
L. 2 2 2 2 2 2 2 2

. a, . 0 . . a 0 . a . 0 a, 0
+ ja, cos—-sin—+ js, sin—-cos—— ka, sin—-sin—+ ks, cos—-cos—
2 2 2 2 2 2 2 2

Fiir die weitere Betrachtung ist es hilfreich, Gl. 5.12 in Spaltenmatrixform zu schreiben. In dieser
Darstellung sieht die Losung wie folgt aus, siehe auch [5]:
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Qi—l,i(ei’ Sis

aiaai):

Transformation mit Dualen Quaternionen

@ 0
cos—-cos—+
2 2
.a 0
+isin—tcos—
2 2
..a . 6
+ jsin—sin—+
2 2

a . 0
+kcos?’sm—’

+&

l

2

1
+15aicos

| 2
——a;sin—-cos
2

l

1

1

a o
—Lcos—
2 2

2 2

l

1

1«
—i—s,sin—-
2 2

2

l

1

1

g 1 a, . 6
———s.cos—smz

l

.1 a; . N 0.
+ j—a,cos—-sin— + j—s.sin—-cos—
2 2 2 2 2 2

1 .o . 0 1 a.
—k—a,sin—tsin—-+ k—s. cos—-cos—~

)
Sin—
2 ( 5.13)

l

Die Duale Quaternion von Gl. 5.13 enthélt alle vier Parameter von D+H und beschreibt einen Gelen-
kabschnit einer kinematischen Kette. Mit Blick auf Gl. 4.23 enthilt der Primaérteil die Quaternion fiir
die Rotation, wihren der Dualteil das Produkt von Verschiebevektor und Rotationsquaternion enthilt.
Was das genau bedeutet, soll an einem Beispiel erortert werden.

5.2 Bestimmung von Positionen

Betrachtet wird Bild 5.2, das man sich als abstrakten Roboterarm vorstellen kann mit je einem Ge-
lenk in den Punkten 1 und 2. Dieses einfache Schema ist geeignet, die Wirkungsweise von Gl. 5.7
als Transformation von Denavit und Hartenberg (D+H) anschaulich darzustellen. Fiir das Schema
von Bild 5.2 lauten die Parameter von D+H zunichst wie folgt:

Gelenk 0 S a o
1 91 =0° S1= 3 ar= 1 (11:0O
2 62 =0° S= 0 ar= 3 (Xz=0°
Tabelle 5.1
Zy A
4 _ ezl eZ2
a] 1 ey a 1 2 e
3 4
" ! P* A Y
Ho g
2 4 bllll i III Y
III i II’ Sl i
1 4/ i :'I i
AI' Lo :
€0 |/ | ,I '
. €x0 :IIP \ 4 i
®_~ T | | | >
Yo o 1 2 3 4 5 X

Bild 5.2: Gelenkarmschema

Die Aufgabe der Transformation von D+H ist es, die Koordinatensysteme 1 und 2 im Bezugssystem
0 zu beschreiben. Wir beginnen mit Koordinatensystem 1. Die Einheitsvektoren ey, eyo und e,oim
System 1 haben als Duale Quaternionen die Darstellung

16



E. G. Kunze Transformation mit Dualen Quaternionen

Oe,, =[1+¢-i] ( 5.14a)
Qe =[l+e- /] ( 5.14b)
Oe., =[1+¢-k] ( 5.14c¢)

Exemplarisch wird das D+H-Quaternion der GI. 5.13 im Sinne von Gl. 4.1 auf den Vektor Qe an-
gewandt und tliberpriift, welches Ergebnis sich einstellt.

QexO* = Qm(gnsnana;) Qe QOI(Q,S[,LZ[,OC[) ( 5.15)

Da die Losung der Gl. 5.13 sehr langwierig ist, wird sie numerisch mit Mathcad ausgefiihrt. Dafiir
werden die Duale Quaternionen als Spaltenvektoren mit 8 Zeilen dargestellt. Die Duale Quaternion

Q=py+i-p+j-p+k-pyte(g+i-g+j ¢, +k-q) (5.16)
wird abgebildet durch den Spaltenvektor

Q=1[pop1 20340 91 92 31" ( 5.17)

Die ersten vier Parameter stellen dann den Primérteil dar und die hinteren 4 den Dualteil. Der Vorteil
dieser Darstellung besteht darin, daB3 fiir die Verarbeitung nun Matrizenoperationen eingesetzt werden
konnen. Der ey-Vektor des Koordinatensystems 1 entspricht beispielsweise der Darstellung:

Qe=[10000100]" ( 5.18)

Mit Riicksicht auf die Berechnungen mit Mathcad im Kapitel 6 wird die Transformation von D+H
von Gl. 5.13 mit QDH(0, s, a, a) bezeichnet, also

QDH(®, s, a, a) = Qi.1.i(0, s, a, o) ( 5.19)

Die Mathcad-Formulierung der Quaternion fiir die Transformation vom Koordinatensystem 0 zum
System 1 lautet

QDHO1 = QDH(6y, s1, a1, o) ( 5.20)
Die Tranformation selbst hat die Darstellung
Qex1=Q2M(Q2M(QDHO01) Qex0)*MKONJ* QDHO1 ( 5.21)

Q2M ist eine Funktion, die die Quaternion QDH in eine Matrix umwandelt, mit der die Quaternion
Qex0 multipliziert werden kann. Die Matrix MKONI liefert die Konjugierte der nachmultiplizierten
Quaternion. Das Ergebnis ist

Qex1=[10000203]" ( 5.22)

Dieses besagt, da3 die Vektorspitze von ex; im Koordinatensystem 0 die Position (2, 0, 3) hat. Die
Operation hat also den Endpunkt des Ortsvektors ey, den Punkt P in den Punkt P umgerechnet. Auf
diesen Punkt zeigt die Vektorspitze von e;.

Auf die gleiche Weise kann auch die Position der Einheitsvektoren ey; und e,, ermittelt werden. Statt
einen der Einheitsvektoren vorzugeben, kann man aber auch den Ursprung o, = (0,0,0) des Koordi-
natensystems 0 ins System 1 transformieren und erhélt die Koordinaten o; = (1, 0, 3) des Ursprungs
von System 1 geliefert. Der Ursprung entspricht im System 1 dem Dualen Einheitsquaternium

0,=(1+¢0) ( 5.23)
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E. G. Kunze Transformation mit Dualen Quaternionen

Wenn dieses in Gl. 5.15 eingesetzt wird, entspricht das der Gl. 4.28, die gerade den Veschiebevektor
b liefert, d. h. die Position von 0; = by. Auf die beschriebene Weise 146t sich daher recht einfach die
Position eines verschobenen Koordinatensystems bestimmen.

Um das Gelenkschema von Bild 5.2 vollstindig zu beschreiben, wird noch die D+H-Quaternion von
Koordinatensystem 2 bendtigt. Diese beschreibt die Stellung des Systems 2 im Koordinatensystem 1.
Die Parameter des Gelenk 2 werden neu gewéhlt und entsprechen nun nicht mehr denen von Bild 5.2:

Gelenk 0 S a o

2 92 =90° Sr= 0 ar= 3 (Xz=180°

Die D+H-Quaternion mit diesen Parametern ist
QDHI12 = QDH(6,, s, a3, 02) ( 5.24)

Die Gesamttransformation sollte dann mit dem Produkt der beiden D+H-Quaternionen gegeben sein,
was hier nicht mathematisch begriindet wird, sondern nur numerischen mit einem Beispiel. Betrach-
tet wird also die Duale Quaternion

Qo2 = Q0,1(01, 81, a1, 1) O12(62, 82, a2, 02) ( 5.25)
Wir bestimmen zunichst den Ursprung von System 2 im System 0 mit Hilfe der Operation
Qo2 = Q2M(QDH02) MKONJ QDH02 ( 5.26)

Die Rechnung liefert fiir den Ursprung des Systems 2 die Koordinaten 0, = (1, 3, 3). Diesmal tritt ei-
ne y-Komponente auf, weil der 2. Armteil mit dem Winkel 6, = 90° um die z;-Achse in die Bildebene
hinein geklappt wurde. Das letzte Koordinatensystem beschreibt bei Robotern den Arbeitspunkt des
Werkzeuges, den sogenannten Tool Centre Point (TCP). Bei Greifern ist dies der Greifpunkt. Auf die-
sen Punkt zeigt die z-Achse des letzten Koordinatensystems. Diese Position kann man nach der Me-
thode von GI. 5.16 berechnen, hier als Beispiel fiir e,;:

Qez2 = Q2M(Q2M(QDHO02) Qez0)) MKONJ QDH02 ( 5.27)

In der Simulation ergibt sich die Position e,; = (1, 3, 2). Die Position liegt um die Lénge von e, un-
terhalb des Ursprungs, weil die z,-Achse um 0,=180° um die x,-Achse nach unten gedreht worden
ist. Man kann also festhalten, dafl die D+H-Quaternionen die Koordinatenpositionen der Gelenke
richtig abbilden, und daB3 man eine Serienanordnung von Gelenkarmen durch eine Multiplikation die-
ser Dualen Quaternionen modellieren kann. Man spricht dann von einem Kinematischen Vorwdrts-
Modell, das in der angelsidchsischen Literatur als Forward Kinematik Model (FKM) bezeichnet wird.
Ein 6-achsiger Roboter hat somit das Model

Qo6 = 00,1012 023034 045056 ( 5.28)
5.3 Bestimmung der Orientierung

Fiir Bearbeitungsaufgaben ist sowohl die Position des TCP von Bedeutung als auch die Orientierung
z. B. des Greifers, dessen Backen sich entlang der x-Achse des Greiferkoordinatensystems bewegen.
Deshalb ist es wichtig auch die Orientierung diese Koordinatensystems ermitteln zu kénnen. Die Ori-
entierung 14Bt sich z. B. mit den Winkeln ¢, f, y beschreiben, deren Drehungen um die Achse x, y, z
des Systems nach einander in die bestehende Orientierung gefiihrt haben. Zu solchen Drehungen ge-
horen die Transformationsmatrizen von Gl. 5.29:

1 o I cos( 31 0 sing 30 cos( ¥ -sind ) 0
Fafod =|0 cos(e) -sin(ed | Ry(fy:=| 0 1 0 Ro(y) = | sinf ) cos(y) O (15.29)
0 sind oy cosi o) -sind 3 0 cos(B) 0 0 1
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E. G. Kunze Transformation mit Dualen Quaternionen

Diese lassen sich zu einer Drehmatrix zusammenfassen, die einen Vektor gleichzeitig um drei Achsen
dreht:

Rxyz(a, §, y) = Rx(a) Ry(5) Rz(y) ( 5.30)
Die Matrix Rxyz(a, S, y) hat die Form

cos(f3) cos(¥) - cos() sin( y) sin )
Faym o, 3, ¥) = | cos( o) -sing ) + sin o0 -sing 50 cos( ) cos o) -cos( Y — siad o) -singd )5 sind ) - sind o) -cosi([8)
giny o) -ging ¥ — cost o) -sind 3 cos YY) sind o) -cosd ¥ + cosd o) -sind B sing ) cos( o) cos( B)
(5.31)

Der Operators von Gl. 4.1 zur Drehung eines Vektors 148t sich auch in eine Matrix umwandeln, die
die gleiche Transformation bewirkt wie die Matrix von Gl. 5.31 [1]:

1_2(1722 +p32) 2(p1p2 _p0p3) 2([?1]?3 +pop2)
R(p) = 2(]?1]?2 +pop3) 1_2(1712 +p32) 2(p2p3 _popl) (5.32)
2Apips—popy) 2paps+pop) 1-2p" +p))

Aus dem Vergleich der beiden Matrizen kdnnen die Drewinkel ermittelt werden:

o = arctan 2% = arctan 2(1 —~2p’+ pzz),—2(p2p3 - Do) )) ( 5.33)
R(p)s;

p= arcsin(2(p1p3 + Po D> )) ( 5.34)

y = arctan2%§§12 =arctan 2(1 ~2p,” +py ),2(1?1172 — PoPs )) ( 5.35)
11

In der Formulierung von Mathcad lautet Gl. 5.25

QDHO02 = Q2M(DHO01) QDH12 ( 5.36)
Aus dieser Quaternion wird der Primirteil p extrahiert. Es ergibt sich

p = Q2p(QDH02) =[0 0,707 0,707 0] ( 5.37)
Damit liefern die Gl. 5.33 bis 5.33 die Winkel

a=180°
B=-438710"°=0° ( 5.38)
y=-90°

Der Winkel o = 180 ° besagt, dall z; um die x,-Achse gedreht wurde und nach unten zeigt. Um die y;
wurde nicht gedreht. Danach fand noch eine Drehung um die verdrehte z,-Achse statt mit y =-90 °,
so daB die x»-Achse in Richtung der yo-Achse zeigt.

5.4 Zusammenfassung

Die Betrachtung zeigt, dal man mit Dualen Quaternionen die Kinematik von Gelenkarmen nach der
Methode von Denavit und Hartenberg beschreiben kann. Die Reihenschaltung von Gelenkarmen wird
durch das Produkt solcher Dualen Quaternionen abgebildet. Das Produkt stellt ein Kinematisches
Vorwirts-Model eines Gelenkarms dar. Aus diesem Model sind Position und Orientierung des TCP
leicht zu ermitteln
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6 Berechnungen zumBeispiel 5.2 mit Mathcad

Duale Quaternionen und die Transformation von D+H
Programm fiir Mathcad 8 Professional

Achtung! Variablen werden nicht definiert. Die Rechnung erfolgt allgemein

Umrechnungen:
CGuaternionen Konjugierte Realteil von q Vektor von q  q aus Vektor
Py iy i . ]
Py % oo e | K v,
= = CO1y = T r) =
SR P I e 4, R IV q2v(e) =ty | v2(v) =
1
By 4 ik : % v,
Matrizen zur Multiplikation von Guatermionen Matrix zur Bildung der Konjugierten
qap = q2Miq) p ap = p2Mip) q [t 000 0000)
n-10 0 0o00a0
qu -ql 'qg 'q3 pu -pl 'pg 'P3 no-110 0 ooan
oo o -1 00000
B |1 Fo By oFy LIKONT =
qdM( o) = - 0 piMip) = o b p b 000 o0-1000
; % 4 : P By By 00 00 0100
RN [P P2 Py Py | 00 00 0010
00 000001,
Multiplikation von Dualen Quaternionen mit einer Matrix [p1 O |[p2]
Schema: 01 G2 =| | |
a1 Q2 = (p1, q1) (p2, q2} = (p1 p2, p1 q2 + q1 p2) [q1 p1]]g2]
3, ] [0, -0, -Q,-Q, 0 0 0 0
Primarteil
Q1 Q1 Qn 'Qz Qz 0 0 0
2, Q, Q¢ 9 -2, 0 0 0 10 Q2p( Q) = submateig Q,0,3,0,0)
Qz Qz 'Qz Q1 Qn 0 0 0
Q= CEMCOY = el
Q, Q, -Q -Q, -9, 9, -9, -Q, -Q, Dualteil
< G 9 -0 U 9 9 -G Q (2o ) = submateg Q,4,7,0,0)
2, Q, Q, Q -2, 0, 0 Q-0
2, Q-0 Q. 9, Q-0 Q0
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Transformation mit Dualen Quaternionen

E. G. Kunze
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E. G. Kunze

BEISFIEL von Bild 5.2

f1 =0

2 =90 Grad

QDHOL = QDH( 81, 1, al, ¢1)

QDHI12Z = QDH( 82, 52, a2, 62)

QDHOL =

Qex =

Qexl = Q2MIOZMIQDHOL ) Qe RLIEONT-QDHOL

Qeyl = Q2 QM QDHIL) Qeyll) MEONT-QDHO

Qezl = Q2MIOZMIQDHOL -Qedl) LEONT-QDHOL

Qol = Q2N QN QDHOLY Qo) LIKONT-QDHO1

Qexl =

S

L B s R e N s |

=3
=0

QDHI1Z =
0
0
~|@
Qeyld = ;
0
1

Qeyl =

L B s R e N s |

Transformation mit Dualen Quaternionen

=1 ol =0 Grad
=3 o =180 Grad

0.7ar
0.7ar

-1.061

- 1061 |

ezl =

Qezl =

[ R e Y e R S e B |

B O —~ O O o o —

ol =

ol =

22
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Produkt der D+H-Quaternionen
QDHOZ =0Q2K QDHOL, -QDHIZ

QDHOZ _ =LIKOWI QDHOZ

0.707
0.707
QPRI |
~1.061
1 061
0707 |

Positionen des Gelenks 1



E. G. Kunze Transformation mit Dualen Quaternionen

Position des Gelenks 2 1]

0
(o2 :=Q2M(QDHOZ) QDHOIZ N Ursprung 2

|0
Qi = .
1
3

.3 J

(Qez2 1= Q2Mr Q2N QDHOZ) Qezl) QDHIZ Qezz = ez2 in System 0

oW o~ O O o O

Rotationsmatrix mit Guaternionen

1- 2_[ {pz}ﬂ + {Pz}g] 2-{p1-p2 _ Pz'pn} 2-{p1-p3 p, 'pn} zum Vergleich mit Rxyz

R(p) =| 2{py b, + 0,0y 1—2-[{p1}2+{p3}2] 2:{p, p5 - 0y By

2(pes-mm)  lmrnw) -2 ) )]

1 0 0 cos( 3y 0 sind ) cosy) -sinfy) 0
R(e) =0 cos(e) -sinfed) | Ry(®=| 0 1 0 | Raly):i=|sin(y) cos(y) O
0 sind el cos( o) -sing 3 0 cast3) 0 0 |
Fooy o, 3, %) =R’ e (B 20 Bl ) Rotationsmatrix
cos(/8) -cos( ¥) - cos(f5) sin( ) sin(3)

Faya( &, 8, ¥) = | cos( i) -sing ) + sin o) -sing B) -cos(y) cos(a)-cos() - sing o) sinB) -sin(y) - sin( o) -cos( )
siny o) sing ) — cosl o) i 30 -cos( ) sind o) -cost ) + coa( &) s B -sind ) cos ol -cos( 3

Primiérteil extrahieren p =02pl QDHOZ)
COrientierung von System 2 im System 0

o= ata.tﬂ[l _ 2.[ {Pl}ﬂ + {pj}g]J'z'{Pﬂ Py pl-Pn}]

= asm[z-{pl-p3 +1, -pn} ]

veuas -2 (o) + (o) 2 (o0, 10} o = 150 Grad
B =-4387 107" Grad
¥ =00 Crad

Das MathCAD-Programm steht zur Verfiigung unter
http://www.ekunzeweb.de/PAPERS/Beispiel D+H mit_Quaternionen.mcd
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