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Mathematische Grundlagen
der Quaternionen

1 Quaternionen

Quaternionen sind vierdimensionale Vektoren mit der Basis 1, i, j, k. Die vier Elemente haben zu dem
Namen “die Quaternion” gefiihrt, den man mit “die Vierheit” libersetzen kann. Eine Quaternion hat die
Form

q=1-q,+iq, + jg, + kq, (1.1)

Die Koeftizienten gy, g, q2, q3 sind reelle Zahlen, d. h. ¢, € R. Die Quaternionen bilden daher einen

Vektorraum iiber die rellen Zahlen. Zu Ehren des irischen Mathematikers William Rowan Hamilton,
der im Jahre 1843 die Quaternionen erdacht hat, wird ihre Menge mit H bezeichnet [1, 2]:

H:{q:q0+iq1+jQ2+kQ3 Iq, ERsij:ksjk:iaki:jaijk:_l} (12)

Die Basis 1 wurde in Gl. 1.1 nur aus Griinden der Anschauung geschrieben. In der Praxis wird sie
weggelassen. Der Term g, wird als Skalarteil bezeichnet und die Summe der Terme q =iq, + jg, + kq,

als Vektorteil. Dieser entspricht einem Vektor im Raum R? mit der Basis ey, ey, e, . Fir die Basisele-
mente 1, J, k der Quaternionen gelten jedoch andere Rechenregeln als fiir die Basiselemente ey, ey, e,.

Aufgrund der Unterscheidung zwischen Skalar- und Vektorteil wird ein Quaternion auch in der Form
q= (qo, q) oder g = (q0 + q) geschrieben [3]. Als reine Quaternion bezeichnet man g = (0, q), deren
Realteil null ist.

1.1 Vektorraum

Die Menge H von Gl. 1.2 bildet einen vierdimensionalen Vektorraum {iber den Korper R der reellen
Zahlen [ 2] und erfiillt damit fiir alle a,b € Rund p,q,r eH folgende Bedingungen

Es gibt eine additive Verkniipfung +: H x H — H mit den Eigenschaften
Assoziativitat:  (p +q)tr=p+(qtr)
Kommutativitidt: g +p=p+gq
Es gibt ein neutrales Element (Nullvektor) 0, so da3 gilt ¢ +0=g¢q
und zu jedem Vektor einen negativen Vektor g +(—¢q) =(-g)+¢q =0

Definiert ist eine skalare Verkniipfung * : R x H — H mit den Eigenschaften:
a) (a-b)-gq=a-(b-q)
b) 1'g=gq firleR
¢) a-(g+p)=a-q+a-p
d) (a+b)-gq=a-q+b-q
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1.2 Algebra der Quaternionen:

Die Quaternionen bilden eine eigene Algebra, bzw. algebraische Struktur [2]. Das Besondere dieser
Algebra ist, daB3 sie eine Multiplikation fiir Vektoren definiert. Dies ist bei Vektorrdumen nicht gene-
rell der Fall. Bekannt sein sollte aber das Kreuzprodukt von Vektoren in R3.

Die Algebra der Quaternionen hat folgende Eigenschaften:
H ist ein Vektorraum iiber den Korper der rellen Zahlen R mit einer Multiplikation.

Diese ist fiir die Basiselemente definiert in der Form

ij=k jk=1 ki=j (1.3)
ji=-k kj=- ik=-j
ii=jj=kk=-1und damitauch ijk=-1 (1.4)

Ein besonderes Zeichen wurde fiir diese Multiplikation nicht definiert. Es ist tiblich die Multipli-
kanten einfach nebeneinander zu schreiben.

Vergleiche das Skalarprodukt in R%: e, e, =e_ -e =e -e =0 und das Kreuzprodukt

e xe =e_. Beidiesem gilt allerdings e, xe, =0.

Es gibt ein Nullelement g, = (O, 0) =(0+0) und ein Einselement g, = (l, 0) mit

q+dy=(q+9)+(0+0)=¢ und ggr=gr¢=¢(1,0)=(1,0)g =g
sowie eine inverse Quaternion ¢ fiiralle ¢ #0 mitqg g =¢g ¢’ =1.

Zur Bestimmung der inversen Quaternion wird g konjugiert indem der Vektorteil negiert wird

q =q,—1q, — jq, —kq;. (L.5)
Das Produkt von q und g ergibt dann einen Skalar, ndmlich

qq =(q, +iq, + jq, + kq;)(q, — iq, — jq, —kq;) = %2 + %2 + %2 + %2 (1.6)
Die Wurzel aus dieser Quadratsumme bezeichnet man als Norm N(g) der Quaternion:

N@) =ld|=aT =ai +a} + &> + & (L1.7)

Mit der inversen Quaternion ¢ ~ ergibt sich dann aus Gln. 1.7
a'N(PD=q"'99=9
und somit fiir die inverse Quaternion
a_ 9 q
g = -4 (1.8)
N(@) |
Die Inverse existiert fiir alle q # 0.

Die Algebra der Quaternionen ist daher eine Divisionsalgebra, denn es gilt
qq' =1=q"'q fiiralle q #0.

Die Algebra ist assoziativ beziiglich der Multiplikation:

(9.9,)9. = 9.(9,9.)

Die Multiplikation ist distributiv: g (g, +q9.) =q.,9, + 9.4.

Aber, sie ist nicht kommutativ

9.9, = —94,

Diese Antikommutativitit ist aus Gl. 1.3 ersichtlich. Die algebraische Struktur der Quaternionen
bezeichnet man daher als Schietkorper [2].
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1.3 Produkt zweier Quaternionen

Eine Besonderheit der Quaternionen ist, daf sie Produkte bilden kdnnen, die wieder Quaternionen
sind. Mit den GIn. 1.3 und 1.4 wurde die Multiplikation fiir die Basiselemente definiert und soll jetzt
auf vollstdndige Quaternionen angewendet werden. Dazu werden die beiden folgenden Quaternionen
betrachtet:

P =Dy tip + jp, +hkp;=p,+p und q=gq,+iq + jg, +kq;=q,+q (1.9)

Zunéchst wird das Produkt eines Quaternions mit seiner Konjugierten behandelt:

P =(po + NPy —P)= P, ~ PP + PPy~ PP (1.10)
Die Mittelterme heben sich auf, und das Produkt der hier gleichen Vektorteile ist noch zu bestimmen.
Mit den Multiplikationsregeln von Gl. 1.3 erhédlt man fiir dieses Produkt

pPp = (ip1 + jp, +kpy )(ip1 + jp, +kp, ) =
- pb +kpp, — Jp P

. (1.11)
—kp,py = P, +ip,ps
+ PPy D3P, — D3 D3
In diesem Zwischenergebnis heben sich die mit i, j, k verkniipften Terme auf, und es verbleibt
PP =-pp - P —psps =\ 4 2 4 1)) (1.12)
Damit liefert die G1.1.10 das in Gl. 1.6 schon vorweggenommene Ergebnis:
PP=p +p D DS (L.13)

Dieses Ergebnis ist skalar und positive definit und wird daher als Skalarprodukt bezeichnet. Die all-
gemeine Definition lautet wie folgt:

Skalarprodukt

Das Skalarprodukt [ 1] liefert als Produkt zweier Quaternionen eine reelle Zahl nach dem Schema
(p,q):HxH—R und ist definiert durch

(P, 4)=Dpodo + P\, + P20> + Ps4s (1.14)
Dies ist gleichbedeutend mit den Ausdriicken

_ N P
(p, q>=Re(pq)=Re(qp)=5(pq +4p) (1.15)

Wenn die Realteile py oder qo der Quaternionen Null sind, erhdlt man das Skalarprodukt der Vektor-
teile

<p9 q> =Did t P29, T Pig;s ( 1.16)

Bei der weiteren Betrachtung der Produkte kann nun von der Definition des Skalarproduktes Gebrauch
gemacht werden. Wenn in GI. 1.10 nicht mit einer Konjugierten multipliziert wird, dann heben sich die
Mittelterme des Produktes nicht auf, so daf als Ergebnis wieder eine Quaternion mit Real- und Vek-
torteil entsteht:

pp=(py +PNPo+P)=p," +2pp + PP (1.17)

Mit Gl. 1.12 findet man ausgeschrieben
2 2 2 3 . .
pp=p =P+ P+ 0 )+ 20 (ip, + s+ hp)

Etwas komplizierter ergibt sich das Produkt bei unterschiedlichen Quaternionen nach GI. 1.9:

3
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pq :(po +p)(q0 +(I):(p0 +ip, + jp, +kp3)(% +iq, + Jq, +kQ3) (1.18)
Man erhalt
P4 = Podo + Pod+PYq, +Pq (1.19)

Das Produkt der Vektorteile lautet diesmal
Pq = (lpl + Jjp, + kp, )(i% +J4q, + k%):

= ndy +kpig, = jpds

—kp,q, — p,9, +iP,q;

+ /P34 — P39, — 345

Dies kann umgeformt werden zu
P4 =-Dq, — P> — Psqs +i(pags — p3a. ) - i(pgs — pia)+ k(pg, — paa) (1.20)

Das Produkt der Vektorteile zweier Quaternionen liefert also wieder ein Quaternion mit Realteil und
Vektorteil. Der Realteil ist durch das negative Skalarprodukt von pq gegeben

(P,9) = p.a, + P2a; + P33 (1.21)

wihrend der Vektorteil dem Kreuzprodukt entspricht.
Kreuzprodukt

P xq=1i(p,q; — Ps9,) — J(Pg5 — Ps9,) + k(p,g, — P,q,) (1.22)

Dies folgt auch aus der Formel

i j ok
PXq=\p, P, P
9 49 4

Das Auftreten des Kreuzproduktes ist wieder ein Merkmal dafiir, dal das Quaternionenprodukt nicht
kommutativ ist und daher die Reihefolge der Operanden ist bei der Quaternionenmultiplikation be-
achtet werden muB.

Mit den Gleichungen 1.21 und 1.22 kann das Produkt pq von Gl. 1.20 elegant in der Form

pq=—(p,q)+pxq (1.23)
geschrieben werden. Das Produkt der Vektorteile setzt sich also zusammen aus dem Skalar- und dem
Kreuzprodukt.

Die GI. 1.19 erhilt damit die Form:
Pq = Pydo —(Pq) + Pd+Pg, +P*q (1.24)

1.4 Norm des Einheitsquaternions
Eine Einheitsquaternion hat die Norm
N(g)=lq|=1 (1.25)

Aus Gl. 1.8 folgt damit, da3 die Inverse einer Einheitsquaternion gleich der konjugierten Quaternion
ist.

4
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__ 49
N*(q)
Die Menge der Einheitsquaternionen ist definiert durch

-1

q

=g (1.26)

H, = {q =q, +iq, + jg, + kg, 1 ¢, €R. Y ¢, =1} (1.27)
1.5 Drehoperator

Eine wichtige Anwendung der Quaternionen ist die Drehung von Vektoren um eine Drehachse. Wenn
q eine Einheitsquaternion ist mit |q| =1, dann dreht der Operator

W =qgvg 1.28
qvq (

den Vektor v um eine Achse, die durch die Koordinaten ¢,, ¢», g3 des Quaternions im Basissystem
festgelegt ist [3]. Den Vektor v bettet man formal als Vektorteil in eine reine Quaternion ein, d. h.
v =(0,v), was aber nicht zwingend erforderlich ist und wendet zweimal die Quaternionmultiplikation

an:
W= (‘]o +ig,+ jq, + kq3X0+iv1 +Jv, +kv3)(q0 —iq, — Jq, _k%) (1.29)

Es ist offensichtlich, daf in dieser Darstellung der Realteil 0 von v auch weggelassen werden kann.
Das Ergebnis ist stets ein dreidimensionaler Vektor w. Die Berechnung ist etwas langwierig:

iqov, — gV, —kq,v, + jqv, +

W= jqov, + kqv, —q,v, —igv, + (% —iq, — Jq, _k%)
kqyv; — jqvs +1q,vs — q3vs

iqev, — gy, — kv + jgsv, + iV, — gy —kq,v, + jgv +
W =1 jqov, +kqv, — q,v; —iqsv, + |qy +| JqoVs + kv, — g,v, —igsv, + (_ i‘]l)""
kqqvs — jq,vs +iq,v; — q;v; kqovs — jgivs +1q,v; — qsvs
iqv, — gy — kv, + jgv + iq,v; — q,v, —kg,v, + jgsv, +
Jjqo,v, + kqv, — q,v, —iqv, + (— jq2)+ Jjq.v, + kqv, —q,v, —iq;v, + (— kq3)
kqovs — jgivs +1q,v; — qsvs kqovs — jgivs +1q,v; — qsvs

Die Termen werden nun sinnvoll zusammengefalt:

W= iqozv1 + jqozv2 + kqozv3 +

(iqlzv1 - iqzzv1 - iq32vl)+ (— quzv2 + jqzzv2 - jq32v2)+ (— kqfv3 - kc122v3 + kq32v3)
~4909V1 T 9091V1 — 9092V2 T V249092 — 9093V3 T 4093V

9195V, T 49V, — 992V T 49,V — 4293V T 4,93

—kqoq,vi + jq09:vi )+ J0gv + kg, —kq,q,v + jq,9,%, + Jqoq:v, + kq,qv,
+hkqoqv, =909V, || +kqeq v, +iq,q,v, || +iq1q,v, +kq,q,v, | +| —iq0q5v, +kq,q;v,
= J409,v; +19,4,Vs = V3404, +19,95v; +1v39,9, + J9,95V3 +19,9;v; + J4,95V3

Folgende Abkiirzungen sind unmittelbar ersichtlich:
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9090 + J4040V + kqoqovs = %ZV

~9d Vi T V9091 — 909,V T V2909, — 9095V T V39045
— gV, + 4145V — 4192Vs T 4192V — 4293V + 4.9V, =0

- (i%zvl + i%zvl + i%zvl )_ (j%zvz + j%zvz + j%zvz )_ (k‘I12V3 + kQ22V3 + k‘I32V3 ) = _|Q|2 v

Damit erhilt man:

w=la - )v

+ 1'2(]12\/1 +j2(]22v2 + k2q32v3 +
—kqyg:v, + 409V, + 419, + kq,q;v, — k444, + j4,9,v, + Jvidod; + kq,q;v,
+kqoqv, —1q0qsv, |+| +kvaqoq, +iq,q,v; |+| +igqiq,v, +kGyqsv, |+| —ivaqoqs +kq,q;5v,
= J4oq,Vs 1404, Vs = V3ot t16,95V; + V3409, + j4,95V5 +iq,93v; + J4,95V;

Die zweite und die dritte Zeile lassen sich zu zwei Klammerausdriicken zusammenfassen:

w=lg,—laf v+

. 2 . .
iq,v, —iq,V, 1q, Vi T1q,9,V, +14,95V; (1.30)
. . . .2 .
2qo| = Jjqvs + gV |+ 2|+ 99V + T4y vy + 295V
+kq,v, —kq,v, +kq,qv, + kq,q,v, + kq32v3

Die beiden groflen Klammern erweisen sich als Kreuz- und Skalarprodukt der Vektorteile, wie nach-
folgend gezeigt wird.

Die erste Klammer 146t sich wie bei Gl. 1.22 als Kreuzprodukt q x v schreiben:

I q v
qxv=\j ¢, Vv :i(%v3 _Q3V2)_j(q1"3 _q3vl)+k(%v2 _qzvl) (1.31)
k gy v

Die zweite grofle Klammer von Gl. 1.30 stellt das Skalarprodukt von q und v multipliziert mit q dar,
also <q, v>q:

<q,v>q= (qlvl"'%vz + 45V, )(iql +Jq, + k393)

L2 .
=14, vV,1t1q9,9,vV, + 19,95V,

+J0q,v, + j%zvz + 79,95V, (1.32)
+kyq1q5v1+hsq,q5v, + k3%2
Der Drehoperator hat nun die Form [3]:
2
w=2," <o) v+2<a,v>q+24,(axv) (1.33)

Er dreht den Vektor v um eine Achse, die durch den Vektorteil q festgelegt ist. Die Wirkungsweise
1aBt sich erkldren, indem man v in zwei Komponenten v =v| + v, zerlegt. Die Komponente v| liegt
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Bild 1.1: Zerlegung des Vektors v

parallel zu q bzw. fillt mit q zusammen, wéhrend v, senkrecht auf q steht. Die Zerlegung zeigt Bild
1.1. Diese Zerlegung wird in Gl. 1.33 eingefiihrt:

Wz(q02—|q|2)(vH +Vl)+2<q,(v H"'VL)>‘1+2%((1X(VH +Vl)) (1.34)

Den Ergebnisvektor kann man nun auch in zwei Komponenten w|| und wy_zerlegen, die ebenfalls pa-
rallele und senkrecht zu q stehen und getrennte Gleichungen erfiillen miissen:

w =la, =l v, +2<av >a+20,faxy ) (135)

w,=lg o) v. +2<a,v, > q+2g,(ax ) (1.36)

Die parallele Komponente wird durch die Drehung nicht beeinfluf3t. Daher ist nur die senkrechte
Komponente von Interesse. In deren Gl. 1.36 ist das Skalarprodukt Null, da die Vektoren senkrecht
aufeinander stehen. Die Gleichung vereinfacht sich daher zu

2
WL:(%Z_|q| )VL+2q0(qXVL) (1.37)
Zur Interpretation dieser Beziehung wihlt man die Quaternion ¢ in der folgenden Form:
q=(q0+q):(cos§+u-sin§) (1.38)

Darin ist @ der Drehwinkel und u =iu, + ju, + ku, mit |u| =1 der Einheitsvektor, der die Drehachse

darstellt. Damit ist auch q eine Einheitsquaternion mit |q| =1. Insbesondere hat man
q, = cosg und q=u -sing (1.39)

Der Skalarteil qq ist tiber die Kosinusfunktion direkt mit dem Drehwinkel & verbunden. Die Terme von
Gl. 1.39 werden in Gl. 1.37 eingesetzt.

W, =(c0szg—
2

In der linken Klammer ist \u\z = 1 und es bleibt der quadrierte Sinus. In der rechten Klammer zieht man
die Sinusfunktion als skalaren Faktor vor das Kreuzprodukt. Die Gleichung erhdlt damit die Form

2
J VL+2c0s§(u-sinngLj ( 1.40)

.0
u-sin—
2

W, :(coszg—sinzgj v, +2c0s§sin§(ux v,) (1.41)

Mit den Vereinfachungen
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20 . ,0
cos 5 sin 2—c056’ (1.42)

0.0 .
2cosEs1nE =sind (1.43)

wird aus GI. 1.41

wlzcosﬁvL+sin6’(uva) (1.44)

Das Kreuzprodukt liefert einen Vektor n, der auf u und v, senkrecht steht und wegen |u| =1 die Linge
von v, hat. Die endgiiltige Darstellung des Ergebnisvektors lautet damit

W, =cos@ v, +sinf-n (1.45)

Die Summanden von w; stellen zwei Komponenten dar, deren eine in Richtung von v, liegt und deren
andere dazu senkrecht in Richtung n verlduft. Den Zusam-
menhang veranschaulicht Bild 1.2. Das Bild zeigt, da3 w.

mit dem Winkel € um die u-Achse gedreht erscheint. Dies
ist gleichbedeutend mit einer Drehung des Vektors v um u.

Das Quarternion von Gl. 1.38 hat damit zu dem
gewlinschten Ergebnis gefiihrt.

Bild 1.2: Verdrehung der Komponente w;

1.6 Drehung von Vektoren mit Quaternionen

Als Beispiel wird der Drehoperators von Gl. 1.28 nun zu einer
Drehung um die z- und y- Achse des Koordinatensystems
verwendet.

Drehung um die z-Achse

Der Vektors v = jv ist im ijk-System definiert und soll mit ei-
nem Winkel y um die z-Achse (k-Achse) gedreht werden. Da-
zu wihlt man entsprechend der Gl. 1.38 die Quaternion

q= (cos% + ksin%) ( 1.46)

Bild 1.3: Anfangslage von Vektor jb

Diese ist eine Einheitsquaternion mit gg =1. Das Koordinatensystem mit dem Vektor v zeigt Bild 1.3.

Die Drehung des Vektors v = 0, jv, 0] um den Winkel yerfolgt mit dem Operator von Gl. 1.28
W =qvq

Formal ist v eingebettet in das reine Quaternion v = (0, v). In der nachfolgenden Rechnung ist die Ein-
bettung aber nicht erforderlich. Man kann vereinfacht schreiben
8
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Y A Y 4
= (cos— + ksin-) jv(cos— — ksin— 1.47
w(y)=( g ksl 2)JV( g kst 2) (1.47)
. Yo, Y .V Y e 4 Yoo Y oV .27
w(y) = cos— —isin--)(cos= — ksin=) = cos”——isin“-cos— —icos—sin*— — jsin~ —
(7)=v(J 57 2)( 5 2) v(j 5 TSI C0S S —ic0s s — 2)
s )V 4 . 2 Y 2 Y
w(y) = —vi2sin“cos—+ vj| cos”——sin"—
(y)=-vi 5 €08 VJ( 7 2}
Mit den Gln. 1.42 und 1.43 lassen sich die Terme vereinfachen, und man erhilt
w(y):v[—isiny+jc0sy] (1.48)

Das Ergebnis ist in Bild 1.4 dargestellt. Der Vektor wurde um den Winkel yum die k- bzw. z-Achse
gedreht (positive Drehrichtung rechts).

Die Riicktransformation erfolgt iibrigens mit dem Operator k

V=gwWq.

Bild 1.4: Vektor v nach der Drehung

Drehung um die y-Achse

Der Vektor w(y) von GI. 1.48 kann um weitere Achsen gedreht werden, z. B. um die j-Achse (y-
Achse). Dazu dient die Quaternion

B .. B
p :(c0s3+]s1n3 ( 1.49)

Man erhélt den Vektor w(y,p)
w,(7,8) = pw(y)p ( 1.50)

Unter Beschriankung auf den Vektorteil von v kann man schreiben

w,(7,5) = (cos§+jsin§)v[—isin}/+jcosy](cosg—jsing (1.51)
w,(7, ) = b(—icosﬁsiny+ksin£siny+jcosﬁcosy—sinﬁcosy)(cosﬁ—jsinﬁ)
2 2 2 2 2 2
—icoszﬁsin}/+ksin§cos§siny+jc0s2ﬂcosy sm'fcosgcosyjL
Wz(}/,ﬂ): ﬁ ,8 ,8 ,8 ﬁ ,8
ksm s1n;/+zs1n2 s1n;/+s1n c0s7/+]s1n2 cos;/

Die Zusammenfassung der Terme liefert:
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w,(7,f) = v{i[sin2 g —cos’ ngin v+ j[cos2 g + sin? gjcos 7+ k2sin§c0s§sin }/}

Mit den Vereinfachungen von oben folgt nun:
w,(7,f5) = v[— icos Asiny + jcosy + ksinﬂsiny] (1.52)

Ergénzend sei erwihnt, da3 die beiden Drehungen auch durch eine Operation erreichbar sind [3], so
wie man auch mehrere Drehungen mit Drehmatrizen zusammenfassen kann:

w,(7,8) = pw(y)p = pqvq p (1.53)

Mehrere Drehungen lassen sich durch Multiplikation der Quaternionen zusammenfassen.

2 Transformation von Koordinatensystemen und Drehung von Vekto-
ren mit Matrizen

y
y*‘\
\
\
\
\
\
v‘rm},
\ ey S* _v
\ Tk ,”"’ x
e*\ -
\ - .
\ ,fﬂ& e, S
© " >
ly z . ex N
ez9ez

Bild 2.1: Drehung eines Koordinatensystems

Eine Koordinatentransformation dreht ein Koordinatensystem S” in einem Bezugskoordinatensystem
S. Die Transformation ist durch eine Drehmatrix R gegeben, die in ihren Spalten die Koordinaten der
Einheitsvektoren des verdrehten Systems enthdlt. Den Zusammenhang veranschaulicht Bild 2.1.

e, €, e

L1 1

s (2.1)
R=ym, m, m,

n, n, n

Fiir eine Drehung um die z-Achse nach Bild 2.1 lautet die Matrix damit z. B.

10
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cosy —siny 0

2.2
R.(y)=4siny cosy O (2.2)
0 0 1
Das verdrehte Koordinatensystem ergibt sich dann aus der Transformation [ 4]
S"=S R (2.3)

S” enthilt dann die Koordinaten der Einheitsvektoren des verdrehten Systems. Mehrere aufeinander-
folgende Transformationen werden durch das Produkt der Rotationsmatrizen abgebildet:

Sl = So Ry,
Szzsl'Rlz (2.4)
Sn = Snfl 'R;H,n = So 'R01 'R12 Teee Rnfl,n

Darin ist Sy das Bezugskoordinatensystem und die S; sind verdrehte Koordinatensysteme. Der doppelte
Index gibt jeweils das Start und das Zielsystem der Drehung an. Das Bezugssystem ist durch die Ein-
heitsmatrix gegeben, so dal So =1 gilt. Die Gesamttransformationsmatrix ist damit gegeben durch:

R, =R, ‘R, -..-.R (2.5)

n—l,n

Diese Matrix Ry, beschreibt die Orientierung des n-ten Koordinatensystems im Bezugssystem indem
seine Spalten die Koordinaten der Einheitsvektoren im Bezugssystem enthalten. In vielen technischen
Systemen, z. B. in der Robotertechnik ist man genau an dieser Orientierungsinformation interessiert.

Drehung eines Vektors
Andererseits dreht eine Rotationsmatrix auch einen Vektor um eine Achse des Koordinatensystems. So
erhilt man z. B. fiir den Vektor v = [v, 0, 0]" mit R, folgende positive Drehung um die z-Achse:

cosy —siny Of|v cos y
v =R_(y)-v=1{siny cosy 00|=|siny
0 0 1|0 0

(2.6)

v’ siny y
Bild 2.2: Drehung des Vektors v um die z_Achse

Diese Transformation heif3t aktiv, weil der Vektor gedreht wird und das Koordinatensystem fest bleibt.
Fiir mehrere Drehungen eines Vektors nacheinander ergibt sich:
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v,=R,v

v, =R,v,

(2.7)
v,=R, v, =R, -...R,-R;-v=R, v

Die Gesamtdrehung R, ist das Produkt der Einzeldrehungen. Die Reihenfolge der Matrizen ist
hier umgekehrt wie bei Gl. 2.5, und damit ist R, nicht gleich Ry,.

Riickdrehung
Die Riickdrehung erfolgt durch eine Drehung mit negativem Winkel.

cosy siny 0
R.(—y)=4-siny cosy O (2.8)
0 0 1

Offensichtlich ist R,(-y) die Transponierte von R,(y), so daB3 gilt R,(-y) = Rz(y)T.

R.(7) R.(-7)=R.(-7) R.(r)=R.(») R.() =R.(») -R.()=1 (2.9)
Explizit:
cosy —siny 0| cosy siny 0
siny cosy Op—siny cosy Op=
0 0 1 0 0 1

cos” y +sin’ y sinycosy —sinycosy 0 (2.10)

1 00
sin ¥ cos ¥ —sin y cos ¥ cos’ y +sin’ 0p=40 1 O
0 0 1 0 0 1

Die Multiplikation einer Drehmatrix mit ihrer Transponierten ergibt eine Einheitsmatrix. Damit stellt
die Transponierte die Inverse einer Drehmatrix dar.

R'=R" (2.11)

Die Riickdrehung zur Gl. 2.7 ergibt sich damit wir folgt:

v, =R"v,
v, =Ry, (2.12)
v,=R"v,

T T T T T
v=R"1v,=R"1R2-...-R-v, =RV,

Auch die Riickdrehung ist eine aktive Drehungen des Vektors. Es sei noch mal darauf hingwiesen, daf3
sich die Matrizen Ro, von Gl. 2.5 und R, von Gl. 2.7 unterscheiden, weil sie durch unterschiedliche
Reihenfolgen der Drehungen zustande gekommen sind.

12
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Das Ergebnis von GI. 1.52, das mit Quaternionen erzielt wurde, kann nun mit Hilfe der Drehmatrizen
iiberpriift werden. Die Matrizen sind

cosy —siny O cosf 0 sing
R.(y)=|siny cosy O R.(AH=| 0 1 0 (2.13))
0 0 1 —sinf 0 cosf

Der Vektor v wird erst um die z-Achse und dann um die y-Achse gedreht. Nach dem Schema von Gl.
2.7 hat man daher

cosf 0 sinf|cosy —siny 0|0

w,(7,B)=R.(NR (H)-v= 0 1 0 |siny cosy Ov (2.14)
—sinff 0 cosf| O 0 1|0

Die Ausmultiplikation liefert das Ergebnis

cosfcosy —cosfsiny sinf |0 —cos fsiny
Wo(Bs7)=R_(y, ) v= sin y cosy 0 (v|=v cosy (2.15)
—sinfcosy sinfsiny cosf |0 sin fsin y

Wie zu erwarten war, stimmt das Ergebnis mit Gl. 1.37 {iberein. Beide Operationen sind equivalent,
und eine Quaternion 148t sich immer auch als Drehmatrix darstellen und umgekehrt. Allerdings sollen
die Quaternionen den Vorteil haben, nicht von dem Problem des Gimbal Lock [5] betroffen zu sein.
Was das bedeutet, wird im nachfolgenden Abschnitt untersucht.

3 Quaternionen und der Gimbal Lock

Die Drehung eines Korpers in eine beliebige Orientierung erfordert die Drehung um drei Achsen eines
korperfesten Koordinatensystems. Der kinematischen Struktur einer Roboterhand kommt es entgegen,
wenn die Drehung erst um eine z-Achse, dann um die verdrehte y-Achse und schlieBlich wieder um
die verdrehte z-Achse erfogt. Die Folge ist also vom Typ zyz. Die zu diesen Drehungen gehdrenden
Matrizen lauten

cosp —singp 0 cosd O sind cosyy —siny O
R (p)=|sinp cosp O R,@= 0 1 0 R_,(y)=|siny cosy O
0 0 1 —sind 0 cosé 0 0 1

Der Index gibt die Achse an und die Reihenfolge der Drehung. Um einen Vergleich zwischen Matri-
zen- und Quaternionenoperationen vornechmen zu konnen, miissen die Drehmatrizen zur aktiven Dre-
hung von Vektoren nach dem Schema von Gl. 2.7 eingesetzt werden:

v,=R_(p)v
v, =R ,(O)v, (3.1)

w=R_(y)v,=R, (V/)Ryz(e)Rzl((p)V
Die Gesamtdrehmatrix hat daher die Form

Rz3y221(V/709 »)=R_; (V/)Ryz(e)Rzl((P) (3.2)
13
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Die Ausmultiplikation liefertt

cosy —siny 0| | cosé@ O sind| |cosp —singp 0
R.; .. (0,0,)=|siny cosyy O O 1 0 |-|sing cosp O
| 0 0 1| |—sind O cosé 0 0 1
[cosycosf® —siny cosysind]| [cosp —sing 0
R.;,,..(p,0,p) =|sinycos® cosy sinysind |- sing cosp 0
—siné 0 cosf 0 0 1
[cosy cos@cosp—sinysing —cosy cos@sing —siny cosp  cosy sind
R.;,,..(9,0,) =| siny cosOcosp + cosy sing —siny cosfsing + cosy cosp sinysind (3.3)

—sinfcos @ sindsin @ cos &

Aus den Elementen dieser Matrix konnen die Drehwinkel berechnet werden:

0 =arccosR__; ( 3.42)
R

_ zyz,32

@ = arctan 2(—_ j (b)
zyz,31
R

= 23

w = arctan 2( R, J (c)

In Gl. 3.4 wurde die Abkiirzung R_.=R, ., verwendet. Die Zahlen im Index bezeichnen Zeile und
Spalte des verwendeten Elements. Ein Sonderfall stellt sich ein, wenn der Winkel € den Wert Null
annimmt. Dann fluchten die beiden z-Achsen, und die einzelnen Achsen konnen nicht mehr unter-
schieden werden. Dadurch ist ein Freiheitsgrad verlorengegangen. Dieser Zustand wird als Gimbal
Lock (Kardanische Blockade) bezeichnet. In der Matrix von GI. 3.3 sind dann cos & = 1 und sin 8 =
0, und die Drehmatrix reduziert sich auf

cosy cos@ —sinysing —cosysing—sinycosp 0 cos(w +¢p) —sin(y+¢) 0
R_.(9,0,y) =|sinycosp +cosysing —sinysing +cosycosp O |=|sin(y +¢) cos(y+¢) O
0 0 1 0 0 1
(3.5)
Diese Matrix zeigt eine Drehung um eine z-Achse, die von der Summe der Winkel ¢ und y abhingt.

Die GlIn. 3.4 b und c liefern in diesem Fall keine Ergebnisse mehr. Die Winkelsumme kann jedoch be-
rechnet werden:

+ _ t 2 Rzyz,Zl
V+@=arctanzs ———— ( 36)

zyz,11

Die Frage ist nun, ob Quaternionen brauchbarere Ergebnisse liefern. Um das zu untersuchen wird eine
Quaternion gebildet, die einen Vektor in der gleichen Weise dreht, wie die Matrix von Gl. 3.3. Die
Drehungen um die Koordinatenachsen werden daher durch die folgende Quaternion nachgebildet:

74 .Y o .. 8 @ . P
= (cos— + ksin—)(cos— + jsin—)(cos— + ksin—
q=(cos) pJ(cosy T ysin)eos) 2 (3.7)
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Die Ausmultiplikation ergibt

9 :cosﬂcosgcosﬂ—sinzcosgsing:cosg-cos Lo 4

2 2 2 2 2 2
q, :cosﬂsingsinﬂ—sinﬂsingcosg:sing-sin L. 4

2 2 2 2 2 2 2 2 2

(3.8)

q, :coszsingcosg+sin£singsin£:sing-cos L 4

2 2 2 2 2 2
q, :COSZCOSQSinﬂ-FSiHZCOSgCOSQ:COSQ'SiIl L4

2 2 2 2 2 2 2 2 2

Mit den Elementen der Quaternion kann auch eine Transformationsmatrix Q angegeben werden, die
der Matrix von GI. 3.3 entspricht, also die Beziehung Q =R, ._, erfiillt. Diese Matrix lautet

z6y5z

%2 + %2 - %2 - %2 2(9,9, — 9095) 2(909, + 9,95)
Q= 2(9,9, +9095) %2 - %2 + %2 - %2 2(9,95 — 9091) (3.9)
2 2 2 2
2(q1q3 - qoqz) 2(Q0ql + Q2Q3) 90 — 9 —49, T4;

Die Matrix wird weiter unten im Kapitel 4 hergeleitet. Durch Vergleich der Matrizen von GI. 3.3 und
3.9 konnen die Eulerwinkel berechnet werden:

0 =arccosQ,, (3.10a)
@ = arctan 2(&j (b)
T N3
¥ = arctan 2(hj ()
13

Die Elemente mit den Winkelfunktionen der Matrix Ry, sind nun durch die Elemente der Quaternion
ersetzt worden. Bei 8 = 0 degenerieren aber auch die Koeffizienten der Quaternion von GI. 3.8

.
= cos| = +—
4 (2 2]

q,=0
q,=0

(P Y
=sin| —+-—
qs ( ) j
Aus den Komponenten gy und ¢; der Quaternion kann aber die Winkelsumme berechnet werden.

(p+1//:2-arctan2(&j (3.12)
9

Diese Betrachtung hat gezeigt, dal Quaternionen genauso vom Gimbal Lock betroffen sind wie Dreh-
matrizen, wenn man sie dazu verwendet, Drehungen um die drei Achsen des Koordinatensystems aus-
zufithren, wie dies mit den Eulerwinkeln geschieht. SchlieBlich handelt es sich beim Gimbal Lock um

ein geometrisches Strukturproblem, das von der Mathematik lediglich abbildet wird. Ein bedeutender

qualitativer Unterschied besteht jedoch zwischen den Gln. 3.12 und 3.6. Die Gl. 3.12 liefert unabhén-

(3.11)
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gig von 0 immer das richtige Ergebnis, wéhrend Gl. 3.6 der Matrizenmethode nur bei 6 =0 genau ist.
Bei ¢ + y > 180° stellt sich auBerdem ein Vorzeichenfehler ein. Dazu ein kleines Beispiel:

o+w (p=30° y=15° 6=0 0 =5° 6=15° p=15° y=165° |6 =1°
Matrizen-Gl. 3.6 45° 45,09° 45,87° -179,998°
Quaternion-Gl. 3.12 45° 45° 45° 180°

Die Tabelle zeigt, da} bei der Matrizenmethode zunehmend Fehler auftreten, je weiter 6 von 0 ab-
weicht. Die Quaternionmethode erweist sich hier als vorteilhaft, weil sie fiir jedes 6 die richtige Sum-
me der Winkel ausweist.

Wenn also in der Literatur davon gesprochen wird, dal Quaternionen vom Gimbal Lock nicht betrof-
fen sind, so ist das nicht generell richtig. Die besondere Eigenschaft der Quaternion besteht darin, dal3
sie einen Vektor um eine beliebig vorgebbare Drehachse im Winkelbereich -n bis +n drehen kann. Bei
dieser Art der Drehung konnen keine Gimbal Locks auftreten. Besondere Vorteile gewinnt man damit,
wenn Orientierungen interpoliert werden miissen [6]. In [7] heil3t es:

Nachteile, Alternativen

Zur Darstellung von Drehungen haben Eulerwinkel mehrere Nachteile:

® oben erwithnie Singularitit filhet dazu, dass eine einzige Drehung durch unterschiedliche Eulerdrehungen ansgedrilckt werden
kann. Dies fithrt zu einem Phinomen, das als Gimbal Lock bekannt ist.
® die korrekie Kombination von Drehungen im Euler-System ist nicht intuitiv anzugeben, da sich die Drehachsen verdndem.

® gine glatte Interpolation zwischen Drehungen ist in einem koordinaten-unabhiingigen Weg nur schwer anzugeben

Andere Maglichkeiten, die Orientierung zu beschreiben und teils diese Nachteile zu umgehen, sind REotationsmatrizen oder
Quaternionen.

4 Matrixdarstellung der Quaternionenmultiplikation

Die Multiplikation von Quaternionen und damit auch die Drehoperation von Gl. 1.28 kann in Matri-
zenform dargestellt werden. Fiir numerische Berechnungen ist diese Darstellung sinnvoller als die al-
gebraische Form. Zur Herleitung wird der Vektor v in eine Quaternion mit Skalarteil v, eingebettet.
V=V, +iv,+ jv, +kv,

Equivalent dazu ist die Darstellung als Matrixspalte.

V:[V09V19V29V3]T (4.1

Der verdrehte Vektor w ist nun ebenfalls eine Quaternion:
W=qvq = (‘]o +ig, + jq, + kq; )(Vo +iv + jv, + kv3)(‘]o —iq, — jq, _k%) (4.2)

Da die Quaternionenmultiplikation assoziativ ist gilt: gvg =(qv)g = q(vq) . Die Multiplikation der er-
sten beiden Klammern von Gl. 4.2 liefert

qv = (% +ig+ jq, +kQ3)(Vo +iv + jv, +kv3)
qv=4q0Yo — 91 —42V2 — 45Vs
+i(qVy + gV — g3V, + 4,v3)
+ J(@V + GV + qov, — 4Vs)
+h(gsv + g0 + 4vy —q,s)

(4.3)

Dieser Ausdruck kann als Produkt einer Matrix mit dem Vektor von GI. 4.1 geschrieben werden.
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49 —49 —49 ~4| |V

- @ 9 —9 9| |
! 9 4 499 ~—4| | (44)

% 9 q 9o V3

Die gleiche Rechnung wird fiir das Produkt der zweiten mit der dritten Klammer von Gl. 4.2 wieder-
holt:

Vq:(vo TV, + jv, +kv3)(% —1q, = Jq, _k%)

Vg = (%VO Tavitq,v, + Q3V3)
+i(=q vy + 9oV, — V2 + 4,V5)

+J(=qv + g3V + Govy — q,v5)
+Hh(=q5v = g + g2 +qovs)

(4.5)

Dies fiihrt zu der Matrixdarstellung

90, q, q, q; Yo

_ |74 4 ~49 9 Vi
vq = : (4.6)
—4, 4 4 ~—4 | |

| —9 — 9 4 90 | | V5

In Gl. 4.4 ist g durch die 4x4-Matrix gegeben. Der Ausdruck gvg entsteht damit aus Gl. 4.6 durch
Vormultiplikation dieser Matrix:

9 ~—49 —49, —4; 9 q, q, qs Vo

_ |4 4 49 4D -4 4% —49 4 Y
qvq = _ | _ ) (4.7)

9, 4 9 q9, 9, 4 9 q, | | V2

9 —49, 4 9 -4 —49, 4 9 Vs

Bei der Drehung dreidimensionaler Vektoren ist natiirlich vy = 0. Wenn man die beiden Matrizen von
Gl. 4.7 ausmultipliziert, ergibt sich die Matrix von Gl. 3.9 als 3x3 Untermatrix.

99 —49 —49, —4; 9 q, 9, q;

Q,- 9% 49 49 9| |~h 9 4 9
! 9 4 9 — 4 -4 43 90 —4
9 —49, 4 9 -9 —49, ¢4 9,

G +9°+0 4 Gl — 0~ Dds + Gy Dot + D — Do — 48y 9045 — D> + 926 — 930
_| 9190 — 404 +9:9, — 9,95 419 T 99 — 9395 — 929, 49> — 9095 — 9390 T 91 4195 T 9092 T 4391 429,
9,90 — 9391 — 909> — 9295 99 T 9390t 9095 T 492, 29> — 995 T 9090 — 99 9295 9392 — 9091 — 419,

9390 T 929, =992 — 49093 939 — 9290 T 993 — 909> 939> T 9295 T 990 T 909y 9395 — 9292 — 9191 T 9040
(4.8)
Die Elemente der Matrix lassen sich weiter zusammenfassen. Wenn ¢ eine Einheitsquaternion ist gilt

6]02 + 6]12 + q22 + q32 =1 und man erhilt:
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1 0 0 0
0.-|0 @ e e~ A0 ~a) 2(9,9; + 449
0 2agstaas) a0 -4+ —a 20409 -q04) (4.9)
2 2 2 2
0 2(q:95-904>) Agqs+900) 90 —9" —0 +4s
Wie man sieht, enthélt Q4 die Matrix Q von GI. 4.9 als Untermatrix.
5 Drehung um beliebige Achsen
In Abschnitt 1.5 wurde gezeigt, dal die Operation
W =gvq (5.1

einen Vektor v =iv, + jv, + kv, um eine Achse verdreht, die durch den Vektorteil der Quaternion fest-

gelegt ist. Der Operator konnte in die Drehmatrix Q von Gl. 3.9 iiberfiihrt werden, die gleichwertig mit
der Eulermatrix von Gl. 3.3 ist, die bekanntlich auf dem Wege verschiedener Folgen von Drehungen
zustandekommen kann.

Drehungen um eine bestimmte Achse sind mit Quaternionen, aber auch mit Eulerdrehungen moglich.
Diese Zusammenhénge werden nachfolgend genauer betrachtet. Aus jeder Drehmatrix kann man den
Drehwinkel und die Drehachse bestimmen. Bei elementaren Eulerdrehungen ist das trivial, weil immer
um eine Koordinatenachse gedreht wird und der Winkel dabei bekannt ist. Werden aber mehrere Dre-
hungen nacheinander ausgefiihrt, sind Drehachse und —winkel nicht mehr offensichtlich. Mit Hilfe der
Quaternionen konnen aber zu jeder Drehmatrix die Drehachse und der Drehwinkel gefunden werden.

Die Betrachtung geht aus von der Drehmatrix Q von GI. 3.9. Die Quaternion dieser Matrix entspricht
derjenigen von GI. 1.38 mit dem Einheitsvektor u als Drehachse, nimlich

0 0
= cos—+usin— 52
q 5 5 (5.2)
und
u=iu, + ju, + ku, mit |u| =1 (5.3)

Mit den Gln. 5.2 und 5.3 sowie mit den Beziehungen

2 2 21
u +u, +tu; =

cos’ 9_ sin’ 9_ cos 6
2 2

2sin2g =1-cosé
2
2c0sgsing =sind
2 2

kann die Drehmatrix Q als Funktion der Drehachse u und des Drehwinkels & dargestellt werden:
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cosd +u12(1 —cosf) uluz(l —cos 9)—u3 sind u1u3(l —cos 6’)+u2 sind
Q= uluz(l —cos 0)+ u;sind  cosf+ u22(1 —cos0) u2u3(1 —cos 6’)—u1 sin @ (54
U, (1 —cos 0)— u,sind u,u, (1 —cos 6’)+ u;sind cosd+ u32(1 —cos0)

Diese Matrix ist also durch die Drehachse u und der Drehwinkel @ vollstindig bestimmt. Ande-

rerseits ist es aber auch moglich, die Drehachse u und den Drehwinkel & aus dieser Matrix zu
ermitteln.

Aus der Summe der Elemente der Hauptdiagonale erhdlt man cos @

O,+0,+0,;, =cosO + ulz(l —cosb)+ c0s9+u22(1 —cosd) + c0s9+u32(1 —cos0)

=3.cosd+ (ul2 + u22 + u32)(1 —cosb)

=3-cosf+1—-cosfd=2-cosO+1

Dies ergibt

c0549=Q11+Q222+Q33_1 (5.5)
und schlieBlich den Drehwinkel:

6 = arccos O+ Q222+ Q1 (5.6)

Die Komponenten des Drehvektors ergeben sich aus den iibrigen Elementen von Q.

0, =0, = u2u3(l —cos 9)+ u,sin @ —u2u3(l —cos t9)+ul sin @
=2-u,sind

Q32 Q23
' 2.sin@ (5.7a)

0;-0, = u1u3(1 —cos 0)+ u,sin@ — u1u3(l —cos 9)+ u,sind

=2-u,sind
Q13 Q31
b
> 2.sinf )
0, -0, =uu, (1 —cos 0)+ u,sinf — uluz(l —cos 0)+ u,sin@
=2-u,sinf
— Q21 — le (c)

Uy .
2-sind

Mit den GIn. 5.6 und 5.7 a — ¢ kann man auch zu jeder Drehmatrix R die Drehachse und den Drehwin-
kel bestimmen indem man die Elemente von Q durch jene von R ersetzt

Beispiel 1

Gegeben sei
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cosff 0 sing
Ry=p 0 10 (5.8)
—sinf 0 cospf

Die Gl. 5.6 liefert

Rll + R222+ R33 ~1 = arccos COS'B +1 —; cos 'B —1 = arccos(cos ,8)

0 = arccos
0=p
Mit den Gln. 5.7 a — ¢ ergibt sich fiir die Drehachse

u = R;, — Ry
' 2.sin@

y _R;-R, :sin/3’+sin/3’:1
> 2.sin@ 2-sind

y :RZI_R12: 0-0 _
2.sin@ 2-sin@

Der Drehwinkel hat den Wert = £, und die Drehachse lautet u = (0i +1j+0k), d. h. die Drehung findet
um die y-Achse statt. Die dazu gehorende Quaternion hat dann die Form

B .. B
=COS—+ 7SIn—
1 , T/,

und stellt damit eine Drehung um die y-Achse dar, wie die Drehmatrix der GI. 5.8.

Beispiel 2
Der Vektor v = [v, 0, 0] soll mit dem Winkel 6 =90° um die die AZ

1 1 . . .
Achse u=|—, 0,—— | gedreht werden, wie das Bild 5.1 zeigt.
{ B /—2} g g

Die Achse u liegt in der x-z-Ebene.

Bild 5.1: Drehung eines Vektors v um die Drehachse u

Mit dem Drehoperator von Gl. 1.28 hat man
W =gvq (5.9

und die Quaternion hat nach Gl. 1.38 die Form
0 0
=c0s—+u-sin— 5.10
q 5 5 (5.10)

Die GI. 5.9 ergibt ausgeschrieben
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W= cosg+i-ul-sing+k-u3-sing (i-v1+j-0+k-0 cosg—i-ul-sing—k-%-sing
2 2 2 2 2 2
. 0 .0 . .0 0 . .0 . 0
w=v|i-coS——-u -sin—+ j-u,-sin— | cos——i-u, -sin——k-u, -sin—
2 2 2 2 2 2
W ==V, -Sin—cos—+ vy, -cos—sinE
. 0 0 .0 . 0 . 0 .0
+i-v,9€08—c0S—+u, -sin—-u, -sin——u, -sin—-u, -sin—
2 2 2 2 2 2
. .0 0 0 .0
+ j VU, - Sin—C0S —+ oS — -1, - sin —
2 2 2 2

.0 .0 .0 .
+k-vqu, -sin—-u, -sin—+u, -sin—-u, -sin —
2 2 2 2

Der Realteil verschwindet und es bleibt ein Vektorteil mit drei Komponenten.

: 0 (2 2) .20, . .0 0 . 20
_ 2 2 2
w —vl{z-{cos E+(u1 — U, )-sm 5}+] 2-uy -sm5c0s5+k-2-u1 ‘U, - sin 5} (5.11)
) 1 1 )
Mit u=|—,0,—— | und 6 =90° wird daraus
[VZ VZ}
1 1 1

w=vyl|i-—+j —=+k-— 5.12

1{ 5 J B 2} ( )
Nach langlicher Rechnung ergibt sich so eine Losung, die nur AZ

von v, u und dem Drehwinkel 0 abhéngt.

Zum gleichen Ergebnis kann man auch mit Hilfe von Drehma-
trizen kommen. Die Losung erfolgt in mehreren Schritten. Im 1.
Schritt wird, wie Bild 5.2 andeutet, das Koordinatensystem um
die y-Achse gedreht, bis die z-Achse mit der Drehachse u zu-
sammenfillt. Der Drehwinkel ist 3. Der Vektor v bleibt dabei
ortsfest. Es handelt sich also um eine passive Transformation.
Die Drehmatrix fiir die aktive Transformation ist durch Gl. 2.13
gegeben. Die passive Drehung erfolgt mit der Transponierten

W, = RyT(,B)v Bild 5.2: Die z-Achse wird auf u gedreht

Im 2. Schritt erfolgt die Drehung des Vektors v um die z-Achse, die nun mit u zusammentillt. Diese
Drehung ist aktiv zu nehmen. Die Drehmatrix ist auch GI. 2.13 zu entnehmen.

w, =R.(OR, (B)v
Das Ergebnis liegt nun im verdrehten Koordinatensystem vor und muf3 im 3. Schritt in das Ausgangs-

koordinatensystem zurilicktransformiert werden. Die vorhergehende Drehung um die y-Achse wird da-
her riickgéngig gemacht. Die Gesamttransformation lautet also

w, =R (AR.(OR, (P)V=R,(DR.(OR, (P)V (5.13)

Einsetzen der Drehmatrizen und ausmultiplizieren ergibt
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(cosp 0 sinfBcosd —sind Ol cosp 0 —sinf|v,
w,=| 0 1 0 |sind cosé O 0 1 0 0
—sin 0 cosf| O 0 I{sing 0 cosp |0

[ cosBcosd —cosfsind sinffcosf 0 —sinp|v,
W, = sin @ cos 0 0 1 0 0
| —sinfcos0 sinfsind  cosfB|sinf 0 cospf || O

| cos fcosOcos f+sin fsin B —cos Ssind —cos B cosBsin f+sin Scos B | v,
W, = sin & cos [ cos —sindsin S 0 [(5.14)
| —sin fcosOcos f+cos Bsin B sin Bsind  sin ScosOsin S +cosfeos S| O

Der gedrehte Vektor ws als Funktion der Winkel fund @hat damit die Form

cos A cosdcos [ +sin fsin S

W, =V, sinfcos S (5.15)

—sin S cos & cos [+ cos fsin [

Fiir 6 = 90° und B = 45° gilt:

cosﬂ:sinﬂ:% cosd=0 sind=1

Damit nehmen die Koordinaten von w3 die gleichen Werte an wie von Gl. 5.6:

A
R N (5.16)
6 Zusammenfassung

Quaternionen sind vierdimensionale Vektoren mit einem Realteil und einem Vektorteil. Der Vektorteil
spannt den dreidimensionalen Raum mit rechtsdrehenden Koordinaten auf. Eine Bedeutung der Qua-
ternionen liegt darin, dal mit Einheitsquaternionen Vektoren um eine Achse gedreht werden konnen.
Bei solchen Aufgabenstellungen sind sie Transformationsmatrizen vorzuziehen. Dies gilt besonders,
wenn solche Drehungen interpoliert werden miissen. Allerdings bestehen zwischen einem Einheits-
quaternion und den Transformationsmatrizen enge Beziehungen.
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